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基于遗传算法的混合H 2öH ∞状态反馈控制器

潘　伟1, 2, 王学勇2, 井元伟1

(1. 东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004; 2. 沈阳炮兵学院 电子侦察系, 辽宁 沈阳 110162)

摘　要: 提出了应用遗传算法设计混合 H 2öH ∞状态反馈控制器的一种方法. 通过遗传算法对 H ∞控制器进行H 2 性

能优化,从而设计出鲁棒性强并满足系统性能要求的混合 H 2öH ∞状态反馈控制器. 该方法采用实数编码、排序选择

与最佳个体保存相结合的选择算子、实值中间重组的交叉算子和实值变异的变异算子,并在适应度函数中添加惩罚

约束. 对国产某型飞机进行仿真,结果表明得到的混合 H 2öH ∞状态反馈控制器具有良好的 H ∞性能和H 2性能.
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Abstract: A general app roach is p ropo sed to design m ixed H 2öH ∞ sta te feedback con tro llers by genetic algo rithm s.

T he m ixed H 2öH ∞ sta te feedback con tro llers w ith robustness and better system perfo rm ance are designed th rough

m ak ing H ∞ con tro llers have H 2 op tim ization by GA. In the m ethod, T he code is float, the selection operato r is

rank2based fitness assignm ent and elit ist model, the cro ssover operato r is real valued recom bination, and the

m utation operato r is real m utation. T he penalty constra in is added to the fitness function. T he sim ulation resu lts

show that m ixed H 2öH ∞ sta te2feedback con tro llers have no t on ly better H ∞ perfo rm ance bu t also better H 2

perfo rm ance.
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1　引　　言
　　以状态空间模型为基础的现代控制理论已非常

完善, 但是难以将其广泛应用于实际系统. 究其原

因,在现代控制理论越来越向严谨化、数学化发展的

同时,人们发现这些方法完全依赖于对被控对象动

态特性的精确数学描述. 而对于工程实际问题,由于

存在各种各样的不确定因素,要建立精确的数学模

型非常困难,而且即使建立了较为准确的数学模型,

模型的参数也不易准确获得. 为了解决这些困难,产

生了以 H ∞控制为代表的鲁棒控制理论. 为了保证

系统的稳定性,鲁棒控制器是以牺牲系统性能为代

价的. 随着H ∞控制理论的发展,建立在H ∞理论基

础上的混合H 2öH ∞控制 (在标准H ∞性能约束下进

行 H 2 优化设计)则能较好地处理鲁棒性与系统性

能要求之间的关系.

通常情况下,混合H 2öH ∞控制器的设计过程较

复杂. 文献 [ 1, 2 ]提出了求解混合 H 2öH ∞控制

器的诱导范数方法; [ 3 ]给出一种凸优化解法,克服
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了必须求解耦合R iccat i方程的缺陷; [ 4 ]讨论了混

合H 2öH ∞控制器的极点配置问题; [ 5 ]给出一种混

合 H 2öH ∞控制器的参数化求解算法; [ 6 ]则利用线

性矩阵不等式方法,给出了混合H 2öH ∞状态反馈优

化控制问题的一个充分条件. 这些方法最终所得的

控制器结构复杂, 求解过程繁琐, 系统的保守性不

强.

遗传算法 (GA )是一种模拟生物进化过程的计

算模型. 其主要特点是群体搜索策略和群体中个体

之间的信息交换,搜索不依赖梯度信息,是一种有效

的全局优化搜索算法,特别适合处理传统寻优方法

难以解决的复杂非线性寻优问题[7 ]. 因此,本文提出

一种基于遗传算法的混合H 2öH ∞ 状态反馈控制器

的设计方法. 首先利用线性矩阵不等式得到多个 Χ∞
值的 Χ∞2次优H ∞ 控制器; 然后通过遗传算法对得

到的控制器进行H 2 性能优化, 从而设计出鲁棒性

强且满足系统性能要求的混合H 2öH ∞ 状态反馈控

制器.

2　系统描述

图 1　系统模型

　　混合H 2öH ∞状态反馈控制模型如图1所示. 其

中: P (s) 是线性时不变系统, K 是状态反馈控制器,

Ξ是外部输入信号, u是控制信号, z∞和 z 2是感兴趣

的输出信号. 系统的状态方程如下:

xα= A x + B 1w + B 2u ,

z∞ = C 1∞x + D 1∞1w + D 1∞2u ,

z 2 = C 12x + D 121w + D 122u.

(1)

由外部输入Ξ到参考输出 z = [z∞, z 2 ]T的闭环传递

函数为

T zw =
T z∞w ;

T z 2w.
(2)

混合 H 2öH ∞ 状态反馈控制可以表述为: 寻求线性

状态反馈控制器 u = K x ,使得在满足‖T z∞w‖∞≤

Χ∞ 的条件下, ‖T z 2w‖2 取得极小值,即

m in [‖T z 2w‖2 ],　s. t. ‖T z∞w‖∞≤ Χ∞. (3)

在式 (3) 中,‖T z 2w‖2 和‖T z∞w‖∞ 都是线性反馈

控制器增益 K 的非线性函数,因而求解困难.

3　混合H 2öH ∞状态反馈控制器设计
3. 1　以H ∞性能设计混合控制器

对于H ∞ 问题存在多种求解方法, 从发展早期

的逼近方法和插值方法到经典的R iccat i方程法,以

及近年来的线性矩阵不等式求解方法等. 把H ∞ 问

题转化为线性矩阵不等式求解, 可用相对直接的矩

阵运算来得到控制器, 对系统模型无需过多的限制

条件.

由文献 [ 8 ] 可知, 对于系统 (1) , 当且仅当存在

一个对称正定矩阵X 和矩阵W ,使得以下的矩阵不

等式:

A X + B 2W +

(A X + B 2W ) T
B 1 (C 1∞X + D 1∞2W ) T

B T
1 - I D T

1∞1

C 1∞X + D 1∞2W D 1∞1 - I

< 0

(4)

成立,则 u = W 3 (X 3 ) - 1x 是系统 (1) 的一个状态反

馈H ∞控制器.

通过将系统模型中的系数矩阵分别乘以一个适

当的常数, 可以使得闭环系统具有给定 H ∞ 性能

Χ∞, 即‖T z∞w‖∞ ≤ Χ∞. 具有给定 H ∞ 性能 Χ∞ 的

H ∞控制器称为系统 (1) 的 Χ∞2次优H ∞控制器.

用 Χ- 1
∞ C 1∞, Χ- 1

∞D 1∞1, Χ- 1
∞D 1∞2 代替不等式 (4) 中

的矩阵C 1∞,D 1∞1和D 1∞2,并在两边分别左乘和右乘

矩阵 diag{I , I , Χ∞ I },可得等价的矩阵不等式

A X + B 2W +

(A X + B 2W ) T
B 1 (C 1∞X + D 1∞2W ) T

B T
1 - I D T

1∞1

C 1∞X + D 1∞2W D 1∞1 - Χ2
1∞ I

< 0.

(5)

当 Χ∞的取值不同时,可得到不同的 Χ∞2次优H ∞控

制器.

3. 2　 以H 2 性能优化混合控制器

H 2 性能以追求最优良的性能品质为目的,而传

递函数矩阵的H 2 范数代表系统在白噪声输入信号

激励下的稳态输出方差. 因此H 2 范数越小,系统的

随机干扰也越小.

对于系统 (1) , 设计一个状态反馈控制器 u =

K x ,则系统的H 2 性能可表示为

xα= (A + B 2K ) x + B 1w ,

z 2 = (C 12 + D 122K ) x + D 121w .
(6)

从而闭环传递函数

T w z 2
(s) = (C 12 + D 122K ) (sI - A -

B 2K ) - 1B 1 + D 121. (7)

而系统 (1) 的H 2 范数为

‖T w z 2‖2 = T race
1

2Π∫
+ ∞

- ∞
T ( jΞ) T 3 ( jΞ) dΞ

1ö2

.

(8)
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4　遗传算法的求解过程
　　遗传算法是一类借鉴生物界自然选择和自然

遗传机制的随机化搜索算法. 结合本文所讨论的问

题,遗传算法的处理过程如下:

1) 编码: 本文采用实数编码方案[9 ] , 因为实数

编码的精度高, 并且自然、直观. 对由H ∞ 性能得到

的状态反馈控制器的控制率 K 中所有项直接编码,

组成个体 P.

2) 初始群体的设定: 通过对 H ∞ 性能 Χ∞ 的调
整,得到不同的Χ∞2次优控制器,从而得到N 个个体

P j ( j = 1, 2,⋯,N ) ,将这N 个个体组成初始群体.

3) 适应度函数的确定: 适应度函数评估是选择

操作的依据, 适应度函数设计直接影响到遗传算法

的性能.

对于本文的混合 H 2öH ∞ 问题, 定义适应度函

数的目标函数为

Υ= ‖T z 2w ‖2. (9)

混合H 2öH ∞控制是一个约束优化问题, H ∞性能指

标是系统的一个约束条件,在进行遗传优化时,必须

考虑闭环系统稳定性的约束条件, 避免产生不稳定

的控制器. 闭环系统的稳定性约束为闭环系统极点

的最大实部. 采用惩罚函数法,则惩罚函数可取 Ε×

∑
j= 0, 1

m j ,其中

m j =
0, g j ≤ Χj;

1, g j > Χj.
(10)

式中: m j 是规一化的惩罚函数, Ε是惩罚系数. 在本

文中, g 0为H ∞性能指标, Χ0为H ∞性能指标的最大

约束条件; g 1 为H 2 性能指标, Χ1 为H 2 性能指标的

约束条件—— 闭环系统的极点的最大实部. 当惩罚

系数为 0时,混合H 2öH ∞控制转化为单一的H 2优

化控制; 当惩罚系数为较大正数, 并取消 Χ0 约束条

件时, 混合 H 2öH ∞ 控制转化为单一的 H ∞ 最优控

制. 因而,式 (10) 较好地表征了混合H 2öH ∞性能指

标,恰当地选择惩罚系数 Ε和性能指标约束,能有效

地处理混合H 2öH ∞ 优化问题. 综上所述,遗传算法

优化的适应度函数为

f = M - Υ+ Ε×∑
j = 0, 1

m j , (11)

其中M 是较大的正数,以保证适应度值总是正的.

4) 遗传操作的设计

① 选择:排序选择 + 最佳个体保存法

选择是从群体中选择优胜个体, 淘汰劣质个体

的操作,目的是把优化的个体遗传到下一代.

排序选择法是指在计算每个个体的适应度后,

根据适应度大小顺序对群体中个体排序, 然后把事

先设计好的概率表按序分配给个体, 作为各自的选

择概率.

最佳个体保存法是把群体中适应度最高的个体

不进行遗传操作而直接复制到下一代. 此方法可以

保证某一代的最优解不被破坏.

② 交叉:实值中间重组

子个体的产生公式为

子个体 1 =

父个体 1 + Α× (父个体 2 - 父个体 1). (12)

其中Α是一个比例因子,可由[ - d , 1 + d ]上均匀分

布的随机数产生. 一般选择Α= 0. 25,可以保证遗传

算法的全局搜索能力.

③ 变异:实值变异

本文中变异步长是在优化过程中根据群体的进

化进程自动改变,具体由下式给出:

X ′= X ± 0. 5L ∃. (13)

其中: X 和 X ′分别为变异前和变异后的个体; ∃ =

∑
m

i= 0

a ( i)
2i , a ( i) 以 1

m
的概率取值 1,以 1 -

1
m
的概率

取值 0,本文设m = 20; L 为各代群体中的个体最大

值与最小值之差.

5) 遗传算法的迭代终止条件: 当适应度函数的

最大值易知或准最优适应度的下限可以确定时, 一

般以发现满足最大值或准最优解作为遗传算法迭代

的终止条件. 但在混合H 2öH ∞ 优化问题中,适应度

的最大值并不清楚,其本身就是搜索的对象,因此本

文采用群体中占一定比例的个体已完全是同一个个

体时终止算法迭代. 另外, 从实际应用出发, 设置最

大进化代数G 作为迭代终止的另一个条件.

5　仿真例子
　　国产某型飞机在 h = 15 000 m ,飞行马赫数为

0. 8时的纵向运动系统描述如式 (1) ,相应的参数如

下[10 ]:

A =

0. 08 0. 03 0 - 0. 15

- 0. 73 0. 377 1. 0 0

0 - 8. 65 1. 2 0

0 0 1 - 6. 58

,

B 1 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

,B 2 =

0. 3 0

0 0. 05

1 1. 0

0 1. 2

,

C 1∞ =
1 0 0 0

0 0 1 2
,

C 12 =
0. 05 0. 02 0 0. 1

0. 5 0. 2 0 0
,
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D 1∞1 =
0. 1 0 0

0 0. 1 0
,D 1∞2 =

0. 8 0

0 0
,

D 121 =
1 0 0

0. 1 0. 1 0
,D 122 =

1 0

0 1
　.

　　利用本文提出的算法求解混合H 2öH ∞状态反

馈控制器,参数设定如下:群体规模N = 10;最大进

化代数G = 100;交叉概率 P c = 0. 60;变异概率 P m

= 0. 004. 当Χ∞ = 5时,设计的状态反馈器可以满足

系统的稳定性要求,所以Χ∞均匀取 0. 5～ 5的 10个

数值,进而得到 10个 Χ∞2次优控制器作为初始群体
P j ( j = 1, 2,⋯, 10). 利用本文算法得到控制器的闭

环系统的阶跃响应曲线如图 2所示.

　　另外, 分别对系统 (1) 设计H ∞ 状态反馈控制

器和 H 2 状态反馈控制器, 与本文提出的混合

H 2öH ∞状态反馈控制器进行比较.

　　利用H ∞性能和H 2性能设计的状态反馈控制

器闭环系统的阶跃响应曲线分别如图 3 和图 4 所

示.

　　由以上曲线可以发现,利用H ∞ 状态反馈控制

器得到的H ∞ 性能良好,但H 2 性能却较差; 而利用

H 2 状态反馈控制器得到的H 2 性能良好,但H ∞ 性

能却很差; 只有混合H 2 öH ∞状态反馈控制器才能

使仿真例子的H ∞性能和H 2性能都得到保证,并且

(a)　T z∞w 的阶跃响应曲线　　　　　　　　　　　　 (b )　T z 2w 的阶跃响应曲线

图 2　混合H 2öH ∞状态反馈控制器

(a)　T z∞w 的阶跃响应曲线　　　　　　　　　　　　 (b )　T z 2w 的阶跃响应曲线

图 3　H ∞状态反馈控制器

(a)　T z∞w 的阶跃响应曲线　　　　　　　　　　　　 (b )　T z 2w 的阶跃响应曲线

图 4　H 2状态反馈控制器
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H ∞性能和H 2性能分别与用H ∞状态反馈控制器得

到的H ∞性能和H 2状态反馈控制器得到的H 2性能

基本相同.

6　结　　语
　　本文提出一种基于遗传算法的混合H 2öH ∞状

态反馈控制器的设计方法. 首先利用线性矩阵不等

式得到多个 Χ∞值的 Χ∞2次优H ∞控制器;然后通过

遗传算法对得到的控制器进行H 2 性能优化, 从而

设计出鲁棒性强且满足系统性能要求的混合

H 2öH ∞ 状态反馈控制器. 从仿真结果可以看出, 用

本文方法设计的混合 H 2öH ∞ 状态反馈控制器的

H ∞ 性能和H 2性能,分别与用H ∞状态反馈控制器

得到的H ∞性能和H 2状态反馈控制器得到的H 2性

能基本相同.
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