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混合量子遗传算法及其性能分析
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摘　要: 首先比较了带量子门更新和群体灾变的量子算法 (QA )以及加入对量子位的交叉和变异操作的量子遗传算

法 (Q GA ) ;然后结合量子搜索和传统遗传搜索提出了混合量子遗传算法的框架, 并给出了基于二进制编码的混合量

子遗传算法 (BQ GA )和基于实数编码的混合量子遗传算法 (RQ GA ). 基于典型问题的数值仿真和比较表明,

RQ GA 的性能明显优于其他算法, 对参数和初值具有较好的鲁棒性.
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Abstract: Q uan tum algo rithm (QA ) w ith updating of quan tum gates and catastrophe of popu lat ion is compared w ith

quan tum genetic algo rithm (Q GA ) by including cro ssover and m utation fo r quan tum bits. Furthermo re, a

fram ew o rk of hybrid quan tum GA is p ropo sed w h ich com bines the quan tum based search and classic genetic search,

and hybrid Q GA w ith b inary encoding (BQ GA ) and hybrid Q GA w ith real encoding (RQ GA ) are p resen ted.

N um erical sim ulation on typ ical p rob lem s show that the perfo rm ances of RQ GA are the best among all test ing

algo rithm s and it is m uch robust on param eters and in it ia l condit ions.
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1　引　　言
　　量子计算 (Q C)是信息科学和量子力学相结合

的新兴交叉科学. 自 20 世纪 80 年代初Q C 概念提

出后,尤其在 Grover提出随机数据库搜索的量子算

法和[1 ] Sho r 提出离散对数与大整数质因子分解的

量子算法[2 ]之后, Q C 以其独特的计算方式引起了

学者们的广泛关注和研究. Q C 利用量子理论中有

关量子态的叠加和纠缠等特性,通过量子并行计算

来求解问题. 遗传算法 (GA )是目前研究较热的另一

种并行算法,它基于“适者生存”的思想将问题的求

解表示成“染色体”的适者生存过程,通过“染色体”

群的不断进化,包括复制、交叉、变异等,最终收敛到

问题的最优解或满意解[3 ]. 量子算法 (QA )建立在量

子的态矢量表达基础上,将量子比特的几率幅表示

应用于染色体的编码,使得一个染色体可以表达多

个态的叠加,比传统 GA 更具并行性. 同时,利用当

前最优个体的信息更新量子旋转门可加速算法收

敛,引入量子交叉、变异和灾变等操作可克服早熟收

敛现象[4 ]. 因此, 量子遗传算法 (Q GA )目前已成为

国际学术界的一个新课题[5 ].

　　本文首先比较了带量子门更新和群体灾变的

QA 以及加入量子交叉和变异的Q GA ,进而提出了

混合量子遗传算法的框架,然后分别给出了基于二

进制编码和基于实数编码的混合量子遗传算法
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(BQ GA 和RQ GA ) ,最后通过数值仿真和比较验证

了RQ GA 在优化质量、参数鲁棒性和初值鲁棒性方

面的优越性.

2　量子算法和量子遗传算法
　　在量子算法中, 染色体不是用确定性的值 (如

二进制数或浮点数) 表示,而是用量子位表示,或者

是概率幅的方式表示. 一个量子位可表示为[Α, Β]T ,

其中 Α和 Β为复数,分别表示状态 0û > 和 1û > 的

概率幅,且满足归一化条件 ûΑû 2 + ûΒû 2 = 1. 从而一

个用 n 个量子位编码的染色体就可以表示 2n 个状

态. 譬如, 用 3 个量子位编码的染色体可表示为

2 ö2

- 2 ö2　
　

1

0　
　

1ö2

3 ö2
, 也 可 表 述 为

2 ö4û000 > + 6 ö4û001 > + 0û010 > + 0û011

> - 2 ö4û100 > - 6 ö4û101 > + 0û110 >

+ 0û111 > , 共 8个状态. 在QA 中,量子门是最终

实现演化操作的执行机构,其构造是QA 的关键,直

接影响QA 的性能. 根据QA 的计算特点,选择量子

旋转门较为合适. 量子旋转门的调整操作如下:

Α′i
Β′i

=
co s Ηi - sin Ηi

sin Ηi co s Ηi

Αi

Βi

. (1)

其中: [Αi, Βi ]T为染色体中的第 i个量子位, Ηi为旋转

角,其大小和方向的调整策略如表 1所示.

表 1　量子旋转门的调整策略

x i bi f (x ) < f (b) ∃Ηi

Αi, Βi

ΑiΒi > 0 ΑiΒi < 0 Αi = 0 Βi = 0

0 0 False 0 0 0 0 0

0 0 T rue 0 0 0 0 0

0 1 False 0 0 0 0 0

0 1 T rue 0. 05Π - 1 + 1 ± 1 0

1 0 False 0. 01Π - 1 + 1 ± 1 0

1 0 T rue 0. 025Π + 1 - 1 0 ± 1

1 1 False 0. 005Π + 1 - 1 0 ± 1

1 1 T rue 0. 025Π + 1 - 1 0 ± 1

　　表1中, x i和bi分别为解 x 与当前最优个体b的

第 i个量子位对应的二进制位, f (õ) 为目标函数,

∃Ηi和 (Αi, Βi) 为旋转角度的幅度和旋转方向, 实际

旋转角 Ηi = s (Αi, Βi) ∃Ηi.

　　基本QA 的步骤可描述如下:

　　步骤 1: 随机产生种群 P ( t) = {p t
1,⋯, p t

n},其

中 p t
j 为第 t代种群中的第 j 个个体,且有

p t
j =

Αt
1

Βt
1

Αt
2

Βt
2

⋯

⋯

Αt
m

Βt
m

, (2)

其中m 为量子位数目,即量子染色体的长度.

　　步骤 2: 根据 P ( t) 中概率幅的取值情况构造

R ( t) = {a t
1,⋯, a t

n},其中 a t
j 是一个长度为m 的二进

制串. 其产生方式为:产生一个[ 0, 1 ] 上随机数 r,若

ûΑiû 2 > r则取值为 1,否则为 0.

　　步骤 3: 评价R ( t) 各个体,保留最优个体. 若终

止条件满足,则算法终止,否则继续.

　　 步骤 4: 判断种群是否需要灾变. 若需要则进

行灾变并跳至步骤 6,否则算法继续.

　　步骤 5:使用量子旋转门U ( t) 更新 P ( t).

　　步骤 6: 令 t = t + 1,并返回步骤 2.

　　算法中的灾变操作[6 ] 通常用于避免陷入局部

极小,即若算法连续若干代 (仿真时设置为最大进化

步数的 1ö5) 均保持最优值不变, 则仅保留最优个

体,其余个体重新生成. 但QA 只采用量子旋转门和

灾变操作,而没有交叉和变异等遗传操作,仍可能陷

入局部极小. 因而,Q GA 在QA 的量子旋转门操作

之后加入了量子交叉和变异操作. Q GA 中遗传操作

的对象是量子位, 中间过程产生的二进制串仅用于

计算适配值. 量子交叉可采用单点交叉,即随机产生

一个交叉位置,保留两个体在交叉位置前的片段,只

交换交叉位置之后的量子位. 量子变异则首先以变

异概率 pm 选中个体,然后随机产生变异位置, 交换

相应量子位的两个概率幅 Αi 和 Βi,使得原先倾向于

“0”的状态转变为倾向于“1”的状态,反之亦然.

3　QA 和 QGA 的性能比较
　　选取如下两个典型多极小函数进行算法性能

比较:

f 1 (x 1, x 2) = (x 2 -
5. 1
4Π2 x 2

1 +
5
Πx 1 - 6)

2
+

10 (1 -
1

8Π) co s x 1 + 10,

- 5≤ x 1 ≤ 10, 0≤ x 2 ≤ 15; (3)

　　f 2 (x 1, x 2) = 4x 2
1 - 2. 1x 4

1 + x 6
1ö3 +

　　　　　　　　x 1x 2 - 4x 2
2 + 4x 4

2 - 5,

　　　　 - 5≤ x 1 ≤ 5, - 5≤ x 2 ≤ 5. (4)

其最优性能分别为

　f 1 (x 3
1 , x 3

2 ) = f 1 (9. 425, 2. 425) =

　f 1 (3. 142, 2. 275) =

　f 1 (- 3. 142, 2. 275) = 0. 397 9;

　f 2 (x 3
1 , x 3

2 ) = f 2 (- 0. 089 83, 0. 712 6) =

　f 2 (0. 089 83, 0. 712 6) = - 1. 032.

　　设置变量精度为 10- 6,则因 f 1的变量区间长度

为 15而使染色体长度为 24,因 f 2 变量区间长度为

10而使染色体长度为 23. 取交叉和变异概率分别为

1 和 0. 05, 保持种群数与最大进化代数的乘积为

3 000不变,对QA和Q GA进行比较. 仿真硬件条件
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表 2　优化 f 1时 QA 和 QGA 的性能比较

种群 3 最大步数
QA

最优值 时间 平均值 均方差

Q GA

最优值 时间 平均值 均方差

303 100 0. 397 9 6. 328 0. 416 9 0. 046 5 0. 397 9 6. 546 0. 403 2 0. 010 0

403 75 0. 397 9 6. 296 0. 418 5 0. 035 7 0. 397 9 6. 343 0. 404 4 0. 010 8

503 60 0. 397 9 6. 109 0. 418 4 0. 045 3 0. 397 9 6. 281 0. 407 5 0. 016 1

603 50 0. 398 2 6. 046 0. 423 2 0. 029 3 0. 397 9 6. 265 0. 410 4 0. 018 5

1003 30 0. 398 1 5. 859 0. 434 3 0. 041 3 0. 398 1 6. 078 0. 424 9 0. 054 1

表 3　优化 f 2时 QA 和 QGA 的性能比较

种群 3 最大步数
QA

最优值 时间 平均值 均方差

Q GA

最优值 时间 平均值 均方差

303 100 - 1. 03 2 6. 218 - 0. 985 7 0. 062 2 - 1. 032 6. 469 - 1. 006 0. 025 3

403 75 - 1. 032 6. 218 - 0. 992 8 0. 050 0 - 1. 031 6. 484 - 0. 997 5 0. 032 2

503 60 - 1. 032 6. 234 - 0. 994 3 0. 030 1 - 1. 032 6. 484 - 1. 004 0. 026 4

603 50 - 1. 031 6. 25 - 0. 970 8 0. 082 7 - 1. 031 6. 484 - 1. 002 0. 022 3

1003 30 - 1. 031 6. 312 - 0. 976 2 0. 050 5 - 1. 031 6. 578 - 0. 981 7 0. 061 5

为: P422. 4 GH z, 528 M 内存,W IN 2XP 操作系统,

V C + + 环境. 两种方法对 f 1各 50次随机仿真的统

计结果如表 2所示, 典型性能变化曲线如图 1 所示

(种群数为 50,进化代数为 60) ;两种方法对 f 2各 50

次随机仿真的统计结果如表 3 所示, 典型性能变化

曲线如图 2所示.

图 1　优化 f 1 时 QA 和 QGA 的性能变化曲线

图 2　优化 f 2 时 QA 和 QGA 的性能变化曲线

　　可见,Q GA 对初值的鲁棒性 (均方差) 明显好

于QA ,收敛速度和质量稍优于QA , 但改进幅度很

有限且计算时间稍大于QA. 同时,不同种群数和进

化代数对算法性能有一定的影响. 因此,单纯基于量

子位的搜索结果不能令人满意. 下面结合Q GA 和

传统 GA 提出混合量子遗传算法.

4　混合量子遗传算法
　　N o F ree L unch 定理说明, 没有一种方法能够

最有效地解决所有问题, 这也正是目前混合算法受

到重视的一个原因[3 ]. 在QA 和Q GA 中,遗传操作

是针对量子位的, 转化到二进制串仅是为计算个体

适配值. 然而,函数优化中大部分遗传操作是针对二

进制编码的, 同时大量研究表明实数编码的 GA 对

复杂函数优化问题具有较好的性能. 因此, 考虑

Q GA 和传统 GA (包括二进制编码的 GA ,即BGA ;

实数编码的 GA ,即R GA ) 的混合,提出如图 3所示

的混合量子遗传算法框架.

　　 可见, 混合算法纵向是Q GA 基于量子门更新

的搜索过程,横向是BGA 或R GA 基于二进制串或

实数本身的遗传搜索过程. 基于不同的解表征空间

上搜索的混合, 基于不同的解表征方式的多种遗传

操作的混合,有利于丰富搜索行为和增强搜索能力,

进而避免早熟收敛. 另外,Q GA 的优良结果和BGA

或R GA 上代的搜索结果采用整体保优进行更新,可

避免优良解的遗失和加快种群的整体收敛. 为方便

起见,记Q GA 和BGA 的混合为BQ GA ,记Q GA 和

R GA 的混合为RQ GA.

　　混合算法纵向主线为Q GA , 因此可按上文实

现. 对于B GA 和R GA ,本文采用文献[ 7 ] 中的选择

策略, 即按适配值最优到最差将种群中所有 n 个个

体排序,复制前m 个 (仿真时令m = nö5) 个体两份,

淘汰最后m 个个体,保留中间 n - 2m 个个体. BGA

采用单点交叉[3 ]; R GA 采用算术交叉[3 ]. BGA 采用

单位置变异,即以变异概率 pm 对相应位置上的二进
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图 3　混合量子遗传算法的框架

制基因取反; R GA 采用高斯变异,即以变异概率 pm

选中个体, 并对其附加服从正态分布N (0, 1) 的随

机数[3 ]. 需要指出的是,横向的BGA 或R GA 搜索也

可以采用多代搜索,同时Q GA 和BGA 或R GA 完全

可采用不同的算法参数进行搜索.

5　混合量子遗传算法的性能测试
　　采用前文函数对各算法进行性能测试和比较.

各种方法对 f 1 各 50次随机仿真的统计结果如表 4

所示,典型性能变化曲线如图 4所示 (种群数为 50,

进化代数为 60) ;各种方法对 f 2各 50次随机仿真的

统计结果如表 5 所示, 典型性能变化曲线如图 5 所

示.

　　由图表可见: RQ GA 的收敛速度是最好的, 它

只需较少进化代数就可收敛到最优解; RQ GA 的收

敛质量是最好的,在不同的参数下均可得到最优解,

并且平均值与最优值很接近; RQ GA 对初值的鲁棒

性是最好的,不同初始条件下所得结果几乎一样,所

得结果的方差几乎为零; RQ GA 的搜索时间较

Q GA 有所增加,但明显少于BQ GA ; 在总评价次数

固定的情况下,种群数和最大进化代数对RQ GA 的

性能几乎没有影响,即RQ GA 对参数具有一定的鲁

棒性. 另外, 对比 BQ GA 和 Q GA 的性能可见,

BQ GA 对Q GA 有所改进,但改进幅度很有限.

　　RQ GA 之所以具有优良的性能,原因在于量子

位空间上搜索与实数空间上搜索的融合 (微空间和

宏空间的混合) , 以及多种不同类型遗传操作的结

合,从而丰富了算法的搜索行为,增强和均衡了全局

和局部搜索能力.

表 4　优化 f 1时各种方法的性能统计

种群 3
最大
步数

Q GA

最优值 时间 平均值 均方差

BQ GA

最优值 时间 平均值 均方差

RQ GA

最优值 时间 平均 均方差

303 100 0. 397 9 6. 546 0. 403 2 0. 010 0 0. 397 9 9. 140 0. 399 8 0. 003 8 0. 397 9 7. 281 0. 400 3 0. 006 4

403 75 0. 397 9 6. 343 0. 404 4 0. 010 8 0. 397 9 9. 218 0. 401 9 0. 006 7 0. 397 9 7. 484 0. 398 3 0. 000 8

503 60 0. 397 9 6. 281 0. 407 5 0. 016 1 0. 398 6 9. 218 0. 402 9 0. 009 2 0. 397 9 7. 500 0. 398 3 0. 001 6

603 50 0. 397 9 6. 265 0. 410 4 0. 018 5 0. 397 9 9. 328 0. 404 6 0. 012 9 0. 397 9 8. 250 0. 398 5 0. 004 0

1003 30 0. 398 1 6. 078 0. 424 9 0. 054 1 0. 397 9 9. 687 0. 408 0 0. 012 6 0. 397 9 8. 343 0. 398 1 0. 001 1

表 5　优化 f 2时各种方法的性能统计

种群 3
最大
步数

Q GA

最优值 时间 平均值 均方差

BQ GA

最优值 时间 平均值 均方差

RQ GA

最优值 时间 平均 均方差

303 100 - 1. 032 6. 469 - 1. 006 0. 025 3 - 1. 032 9. 593 - 1. 011 0. 020 5 - 1. 032 7. 390 - 1. 026 0. 015 1

403 75 - 1. 031 6. 484 - 0. 997 5 0. 032 2 - 1. 032 9. 593 - 1. 013 0. 018 8 - 1. 032 7. 468 - 1. 030 0. 005 1

503 60 - 1. 032 6. 484 - 1. 004 0. 026 4 - 1. 032 9. 609 - 1. 011 0. 015 8 - 1. 032 7. 687 - 1. 031 0. 000 9

603 50 - 1. 031 6. 484 - 1. 002 0. 022 3 - 1. 032 9. 765 - 1. 010 0. 0236 - 1. 032 7. 796 - 1. 031 0. 001 3

1003 30 - 1. 031 6. 578 - 0. 981 7 0. 061 5 - 1. 032 10. 13 - 1. 014 0. 018 3 - 1. 032 8. 515 - 1. 030 0. 008 6
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图 4　优化 f 1 时各种方法的性能变化曲线

图 5　优化 f 2 时各种方法的性能变化曲线

　　需要指出的是,仿真中Q GA 和R GA 所用的参

数 (譬如种群数、交叉和变异概率等) 相同, 而这些

参数完全可以不一样,甚至可以是自适应时变的,以

体现不同的搜索特性和行为.

6　结　　语
　　本文提出了量子遗传算法与传统GA 的混合框

架,采用多模态空间和多操作搜索的混合 (即量子搜

索空间和遗传码空间混合搜索以及量子搜索和遗传

搜索的多方位混合) ,给出了混合量子遗传算法

R Q GA. 仿真研究表明, RQ GA能有效地改善Q GA

的收敛速度和质量以及对初值的鲁棒性. 进一步的

工作是开展有关RQ GA 的理论研究,并尝试在实际

问题中的应用.
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