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多变量时间序列相空间重构中参数的确定

岳毅宏, 韩文秀, 程国平
(天津大学 管理学院, 天津 300072)

摘　要: 介绍了多变量时间序列相空间重构理论. 提出一种新的基于平均预测误差最小化的重构参数确定方法,阐

述了该方法的算法过程及一些重要特点. 此方法考虑了所有重构参数对平均预测误差的影响,能够同时确定重构系

统相空间所需的恰当嵌入维数及时间延迟. 最后将该方法应用于股票市场非线性动力系统的相空间重构, 通过比

较和分析验证了其优越性.
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Abstract: Phase2space reconstruction theo ry of m ult ivaria te t im e series is in troduced. A novelm ethod of determ in ing

reconstruction param eters based on the m in im ization of average fo recast ing erro r is p ropo sed, and its a lgo rithm

p rocedure and som e impo rtan t characterist ics are exp licated. T he m ethod considers the effects of all reconstruction

param eters on average fo recast ing erro r. It can sim ultaneously determ ine the co rrect em bedding dim ensions and tim e

delays needed fo r better reconstructing system atic phase2space. T he m ethod is app lied to the phase2space

reconstruction of non linear dynam ical system of stock m arket. T h rough comparing and analyzing, its superio rity is

verified.

Key words: m ult ivaria te t im e series; phase2space reconstruction; em bedding dim ension; t im e delay; average

fo recast ing erro r

1　引　　言
　　嵌入理论的提出为时间序列的分析奠定了坚实

的理论基础[1 ]. 从理论上讲,只要时间延迟与嵌入维

数选择恰当,单变量时间序列便足以重建原始系统

的动力学特性. 但实践中却存在意外的情形, 比如

L o renz方程[2 ] ,对 z 轴输出数据进行采样而形成的

时间序列就不能重构L o renz系统的动力学特性. 这

是因为该系统x 轴与y 轴之间的对称关系没有反映

到 z 轴数据中. 因此,认为任何给定的单维时间序列

就足以重建原始系统动力学特性的观点并不总是正

确的. 对于很多系统 (如经济系统) ,其可测输出序列

往往是多维的,在这种情况下,可考虑利用目标系统

的多个输出变量序列来重建系统的动力学特性.

文献[ 3, 4 ]对多变量时间序列的相空间重构进

行理论和应用研究, 并论证了其优越性. 其中文献

[3 ]提出一种基于“零级近似”模型[5 ]的嵌入维数确

定方法,其基本思想是恰当的嵌入维数能使平均预

测误差值达到最小. 因此,当平均预测误差最小时,

所对应的嵌入维数就是恰当的嵌入维数. 但该方法

存在的不足之处在于: 1) 没有考虑到时间延迟对平



均预测误差的影响; 2) 在计算平均预测误差时,没

有将所有变量都考虑在内.

基于此,本文对以上方法进行改进和扩展,并将

改进和扩展后的方法称为基于平均预测误差最小化

的相空间重构参数确定法. 相对于基于“零级近似”

模型的嵌入维数确定法,该方法具有明显的优越性.

2　多变量时间序列的相空间重构
　　假定某系统有M 个可测变量X 1, X 2,⋯, X M ,对

应于每个变量 X i 的时间序列为{x i, j }, j = 1, 2,⋯,

N . 首先将序列{x i, j }合并,形成序列 Y ,即

Y = {x 1, 1, x 1, 2,⋯, x 1,N , x 2, 1, x 2, 2,⋯,

x 2,N ,⋯, xM , 1, xM , 2,⋯, xM ,N }. (1)

重构序列 Y 的相空间

V n = (x 1, n , x 1, n- Σ1 ,⋯, x 1, n- (d 1- 1) Σ1 ,

x 2, n , x 2, n- Σ2 ,⋯, x 2, n- (d 2- 1) Σ2 ,⋯,

xM , n , xM , n- ΣM ,⋯, xM , n- (dM - 1) ΣM ) , (2)

n = m ax
1≤i≤M

{ (d i - 1) Σi} + 1,

m ax
1≤i≤M

{ (d i - 1) Σi} + 2,⋯,N .

式中Σi和d i ( i = 1, 2,⋯,M ) 分别表示时间延迟和嵌

入维数. 根据嵌入定理,存在 d 维空间上的一个光滑

函数 F∶Rd →Rd 其中 d = ∑
M

i= 1

d i ,使得

V n+ 1 = F (V n). (3)

若 d 或每个 d i 都充分大,则式 (3) 可写成

x 1, n+ 1 = F 1 (V n) ,

x 2, n+ 1 = F 2 (V n) ,

　 　 �
xM , n+ 1 = FM (V n). (4)

　　对于以上过程,关键问题在于选定恰当的时间

延迟Σi及嵌入维数 d i, i = 1, 2,⋯,M ,这样才能使得

式 (2) 和 (3) 成立.

3　基于平均预测误差最小化的重构参数确

定法
　　选择一个好的时间延迟 Σi 非常重要,因为它可

有效降低所需的重构嵌入维数, 从而使问题相对简

化. 对于单变量序列, 选择时间延迟的方法很多, 比

如平均位移法[6 ]、互信息法[7 ]、自相关函数法[8 ] 等.

文献[ 3 ] 就是利用这些方法分别对多变量时间序列

中的每个单变量时间序列 X i = (x i, 1, x i, 2,⋯,

x i,N ) ( i = 1, 2,⋯,M ) 单独选取时间延迟 Σi; 然后利

用“零级近似”模型求取恰当的嵌入维数 d i, i = 1,

2,⋯,M .

在求取时间延迟 Σi 时,一般要求首先设定嵌入

维数d i;而在求取嵌入维数d i时,也要求首先知道时

间延迟 Σi, 这样就形成了一对矛盾. 通常情况下, 在

求取Σi值之前,必须假定d i的取值,但该值并不一定

就是恰当的嵌入维数值. 这必然会影响恰当时间延

迟的计算, 进而影响到相空间的重构质量. 基于此,

本文在文献 [ 3 ] 的基础上, 提出一种基于平均预测

误差最小化的相空间重构参数确定法. 该方法能够

同时求得恰当的时间延迟和嵌入维数, 而且所求得

的重构参数值更为优化.

由式 (4) 可以得到变量X i 的未来状态 x i, n+ 1 与

相空间矢量 V n 之间的函数关系, 但实践中函数

F t (õ) ( t = 1, 2,⋯,M ) 往往是未知的. 为了对变量

X i的未来状态作出预测,必须选用适当的模型来逼

近函数 F t (õ). 目前已有的逼近模型很多,比如线性

回归模型、径向基函数模型、人工神经网络模型、小

波网络模型等. 在此设函数 F t (õ) 的逼近模型为

F
�

t (õ) ,则式 (4) 变为

x
δ

1, n+ 1 = F
�

1 (V n) ,

x
δ

2, n+ 1 = F
�

2 (V n) ,

　 　�
x
δ

M , n+ 1 = F
�

M (V n). (5)

式中 x
δ

i, n+ 1 ( i = 1, 2,⋯,M ) 为 x i, n+ 1 的预测值.

文献[ 3 ]中所构造的误差函数E (d 1, d 2,⋯, dM )

只是针对变量X 1,最终所求得的恰当嵌入维数值也

只适合于由变量X 1来重构相空间,并不一定适用于

其他变量. 基于此,本文将构造针对所有变量的误差

函数 E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM ). 由于变量的单

位各异,与误差函数E (d 1, d 2,⋯, dM ) 采用平均绝对

误差不同, 本文所构造的误差函数采用平均相对误

差

E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM ) =

1
M (N - J 0)∑

M

i= 1
∑
N - 1

n= J 0

x
δ

i, n+ 1 - x i, n+ 1

x i, n+ 1
. (6)

式中 x
δ

i, n+ 1 为 x i, n+ 1 的预测值,且

J 0 = m ax
1≤i≤M

(d i - 1) Σi + 1. (7)

由式 (6) 可知,误差 E 值的大小完全取决于维数 d 1,

d 2,⋯, dM 及时间延迟 Σ1, Σ2,⋯, ΣM ,能使 E 取值最小

的嵌入维数 d e
1, d e

2,⋯, d e
M 及时间延迟 Σe

1, Σe
2,⋯, Σe

M ,

就是所求的恰当嵌入维数及时间延迟,即

(d e
1, d e

2,⋯, d e
M ; Σe

1, Σe
2,⋯, Σe

M ) =

arg m in{E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM )∶

d i, Σi ∈ Z + , i = 1, 2,⋯,M }. (8)

式中 Z + 表示所有正整数的集合.

关于以上确定嵌入维数及时间延迟的方法, 需

要对以下几点作进一步说明:

1) 在式 (5) 中, F
�

1 (õ) , F
�

2 (õ) ,⋯, F
�

M (õ) 可采用
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多种不同的模型,比如零级近似模型、全域线性回归

模型、局域线性回归模型、人工神经网络模型、小波

网络模型等. 一般情况下,为了便于计算, F� t (õ) ( t =

1, 2,⋯,M ) 通常采用同一模型,只是模型参数不同

而已. 需要指出的是, 若选取的逼近模型不同, 则计

算量及函数 E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM ) 的最小值

可能存在较大差异,但最终所求得的 (d e
1, d e

2,⋯, d e
M )

及 (Σe
1, Σe

2,⋯, Σe
M ) 的值应是相同的.

2) 当M = 1时,目标序列为单变量时间序列,

此时上述方法依然适用. 因此,该方法对单变量和多

变量时间序列的相空间重构具有普遍的适用性.

3) 以上方法采用了单步预测来确定恰当嵌入

维数 (d e
1, d e

2,⋯, d e
M ) 及恰当时间延迟 (Σe

1, Σe
2,⋯,

Σe
M ). 需要指出的是, 效果良好的单步预测并不意味

着可以取得效果良好的多步预测, 因此可基于多步

预测法来定义 E ,即

E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM ) =

1
M (N - T - J 0 + 1)∑

M

i= 1
∑
N - T

n= J 0

x
δ

i, n+ T - x i, n+ T

x i, n+ T
.

(9)

此外, E 也可采取以下形式:

E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM ) =

1
M (N - T - J 0 + 1)∑

M

i= 1
∑
N - T

n= J 0

m ax
1≤k≤T

xδi, n+ k - x i, n+ k

x i, n+ k
.

(10)

式 (9) 和 (10) 中: T 为给定的预测步数, xδi, n+ T 为

x i, n+ T 的预测值. 式 (9) 采用的是直接预测法, 式

(10) 采用的是逐项迭代预测法. 若原始序列 Y 是混

沌序列,则预测步数T 应满足T ≤T m ax , T m ax为最大

可预测尺度,其计算方法参见文献[ 9 ].

4) 通常情况下, 为了控制计算量, 一般预先设

定最大嵌入维数 dm ax 及最大时间延迟 Σm ax ,则式 (8)

可改写为

(d e
1, d e

2,⋯, d e
M ; Σe

1, Σe
2,⋯, Σe

M ) =

arg m in{E (d 1, d 2,⋯, dM ; Σ1, Σ2,⋯, ΣM )∶

d i, Σi∈ Z + , d i≤ dm ax , Σi ≤ Σm ax , i = 1, 2,⋯,M }.

(11)

　　5) 在一维情形下 (即M = 1) , 当逼近模型

F� t (õ) 采用零级近似模型时, 上述方法与伪邻近点

法 (即 FNN 法) 具有明显的联系. 事实上,伪邻近点

法可以直接扩展应用到多维的情形.

4　实例研究
　　研究结果表明,股票指数所反映的动力系统是

一个具有低自由度的混沌系统, 而且除了股票指数

之外,该系统仍有多个输出变量是可测的,比如成交

量、成交金额和换手率等. 因此, 该系统非常适合于

研究多变量时间序列的相空间重构.

文献[ 10 ] 介绍了一种相空间重构预测算法,该

方法的原理是直接借助于相空间重构技术对时间序

列的未来状态作出预测. 相空间重构质量的高低直

接决定着预测的精度, 而重构参数的恰当与否决定

着相空间重构的质量. 基于此,本文利用该预测算法

来检验上述重构参数确定方法相对于文献[ 3 ] 方法

所具有的优越性.

本文选用上海证券交易所 1995205229～

2001212231期间每日的收市指数 (X 1)、成交量 (X 2)

以及成交金额 (X 3) 组成的时间序列{x 1, i}, {x 2, i},

{x 3, i} (样本总量N = 1 600) ,重构系统的相空间;选

用 2002201201～ 2002201218 期间每日的收市指数

组成的时间序列{y i} ( i = 1, 2,⋯, 14) 作为测试序

列; 然后应用相空间重构算法来拟合测试序列{y i}.

通过对平均拟合误差进行比较, 便可检验本文方法

的优越性.

按照文献 [ 3 ] 所述的重构参数确定方法, 首先

基于平均位移法[6 ] 分别求取序列 {x 1, i}, {x 2, i},

{x 3, i}的恰当时间延迟,得到的结果为 Σe
1 = 4, Σe

2 =

2, Σe
3 = 3; 然后求取各个序列的恰当嵌入维数. 在此

取初始嵌入维数 d 1 = d 2 = d 3 = 1,设定嵌入维数的

最大值为 dm ax = 15. 计算结果表明,当 d 1 = 6, d 2 =

4, d 3 = 7时,误差函数 E (d 1, d 2, d 3) 的值达到最小,

因此恰当嵌入维数为 d e
1 = 6, d e

2 = 4, d e
3 = 7.

同理,按照本文方法求取恰当重构参数,取初始

嵌入维数及时间延迟分别为 d 1 = d 2 = d 3 = 1, Σ1 =

Σ2 = Σ3 = 1, 设定嵌入维数及时间延迟的最大值分

别为 dm ax = 15, Σm ax = 10. 此时式 (11) 可变换为

(d e
1, d e

2, d e
3; Σe

1, Σe
2, Σe

3) =

arg m in{E (d 1, d 2, d 3; Σ1, Σ2, Σ3)∶

d 1, d 2, d 3 = 1, 2,⋯, 15; Σ1, Σ2, Σ3 = 1, 2,⋯, 10}.

　　鉴于零级近似模型具有计算量较小的特点,本

文选用该模型来逼近函数 F 1 (õ) , F 2 (õ) , F 3 (õ). 计

算结果表明,当 d 1 = d 3 = 5, d 2 = 4, Σ1 = 6, Σ2 = 3,

Σ3 = 5时, 误差函数值 E (d 1, d 2, d 3; Σ1, Σ2, Σ3) 最小,

恰当嵌入维数及时间延迟的值分别为 d e
1 = d e

3 = 5,

d e
2 = 4, Σe

1 = 6, Σe
2 = 3, Σe

3 = 5.

基于以上所求得的两组重构参数, 分别得到下

列重构相空间:

V
(1)
n = (x 1, n , x 1, n- 4, x 1, n- 8, x 1, n- 12, x 1, n- 16, x 1, n- 20,

x 2, n , x 2, n- 2, x 2, n- 4, x 2, n- 6,

x 3, n , x 3, n- 3, x 3, n- 6, x 3, n- 9, x 3, n- 12,

x 3, n- 15, x 3, n- 18) ,
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　V
(2)
n = (x 1, n , x 1, n- 6, x 1, n- 12, x 1, n- 18, x 1, n- 24,

x 2, n , x 2, n- 3, x 2, n- 6, x 2, n- 9,

x 3, n , x 3, n- 5, x 3, n- 10, x 3, n- 15, x 3, n- 20).

　　为了验证以上所求得的两组重构参数的优劣

性,本文分别以相空间V
(1)
n 和V

(2)
n 为基础,应用相空

间重构预测算法来拟合测试序列{y i}, 并利用下式

计算平均拟合误差.

A E (V n) =
1

14∑
14

i= 1

y
δ

i - y i

y i
, (15)

式中V n 表示重构相空间. 经计算得到A E (V (1)
n ) =

3. 98◊ ,A E (V (2)
n ) = 1. 17◊ . A E (V (2)

n ) 的值明显小

于A E (V (1)
n ) ,其根本原因在于相空间V

(2)
n 的重构质

量大大优于相空间V
(1)
n , 而相空间的重构质量则完

全取决于重构参数的选择. 以上过程验证了本文方

法相对于文献[ 3 ] 方法的优越性.

5　结　　语
　　本文首先介绍了多变量时间序列相空间重构理

论; 然后提出一种基于平均预测误差最小化的相空

间重构参数确定法. 该方法能够同时确定重构嵌入

维数及时间延迟,而且所求得的重构参数更为优化.

最后将所提出方法应用于股票市场非线性动力系统

的相空间重构,通过比较和分析,验证了该方法的优

越性.
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