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限定记忆的前向神经网络在线学习算法研究
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摘　要: 从理论上分析了隐含层激励函数满足M ercer 条件的前向神经网络的数学本质,给出了网络学习的指导方

向. 提出 3种网络在线学习算法,它们通过动态调整网络结构和权值来提高网络在线预测性能. 算法完全符合统计学

习理论提出的结构风险最小化原则,具有较快的学习收敛速度和良好的抗噪声能力. 最后通过具体数值实验验证了

上述算法的可行性和优越性.
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Abstract: T he m athem atic essence of feedfo rw ard neural netw o rk s w ho se activation function of h idden neurons

satisfies M ercer condit ion is analized. A nd the gu ideline fo r feedfo rw ard neural netw o rk s learn ing is given. T hen

th ree on line learn ing algo rithm s are p ropo sed, w h ich can imp rove the on line p redict ion perfo rm ance of the netw o rk s

by adjust ing its arch itectu re and connection w eigh ts dynam ically. T ho se algo rithm s w ith global convergence and

good an ti2no ise perfo rm ance co rrespond to the p rincip le of structu ral risk m in im ization. T heir reliab ility and

advan tage are illustra ted th rough concretely test.
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1　引　　言
　　前向神经网络学习可分为离线学习和在线学习

两种网络构成方式[1 ]. 一般说,在线学习受到多方面

条件的限制,加上网络本身的复杂性以及学习收敛

慢等因素,传统的网络学习方法大多采用离线的方

式. 离线学习虽然能使神经网络在系统工作之前预

先形成网络结构,但实际系统往往存在着参数不可

测性和时变性,以及学习样本不可能覆盖系统所有

的工作范围,使得离线学习甚至没有有效的历史观

测值可供利用,造成直接运用离线学习得到的模型

结构用于在线预测时,结果往往与期望输出值差异

很大. 究其原因,主要在于系统实时变化的因素未在

网络结构中反映出来[2～ 6 ].

本文主要探讨前向神经网络在线学习方法,着

重分析一类隐含层激励函数满足M ercer [7, 8 ]条件的

前向神经网络的数学本质,从而给出网络学习的指

导方向. 文中提出3种合理的网络在线学习算法,它

们通过动态调整网络结构和权值提高网络的在线预

测性能,并且具有较快的学习收敛速度和良好的抗

噪声能力.

2　前向神经网络数学分析与设计理论
　　考虑M ISO 型三层前向神经网络 , 设X ( Α
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Rp ) ,W (Α Rp ) , 5 (Α Rq) 和 Y(Α R) 分别为网络

输入向量定义域、隐含层权值向量定义域、隐含层输

出空间和网络输出域; p 和q分别为网络输入向量维

数和隐含层神经元数; Υ(x , Ξ) 为隐含层激励函数,

输出层为线性激励函数; Ξ� = {Ξi}q
i= 1, Α= {a i}q

i= 1 分

别为网络隐含层权值向量集和输出层权值集.

2. 1　网络数学分析

设 <为网络输入空间X 到隐含层输出空间 5 的
映射

<(x , Ξ�) = [Υ(x , Ξ1) ,⋯, Υ(x , Ξq) ]T. (1)

对于常用的 Sigmo id 和 RBF 等类型的前向神经网

络,隐含层激励函数 Υ(x , Ξ) 满足M ercer条件[8 ] ,存

在从空间Rp 到高维H ilbert 空间H 的非线性映射

Ω: Rp →H ,使得

Υ(x , Ξ) = ΩT (Ξ) Ω(x ). (2)

式 (2) 代入式 (1) ,得

<(x , Ξ�) = [Ω(Ξ1) ,⋯, Ω(Ξq) ]T Ω(x ). (3)

记 # (Ξ�) = [Ω(Ξ1) ,⋯, Ω(Ξq) ]T ,则式 (3) 可改写为

<(x , Ξ�) = # (Ξ�) Ω(x ) , (4)

式中q≤d im (H ). 式 (4) 表明,整个隐含层通过非线

性映射Ω和线性降维映射#,实现了从空间X到空间

H 的升维映射后再降维映射到空间 5.

设 f 为隐含层输出空间 5 到网络输出域Y的映

射

f (x , Ξ�, Α) = ∑
q

i= 1

a iΥ(x , Ξi). (5)

记 a = [a1, a2,⋯, aq ]T ,则式 (5) 可改写为

f (x , Ξ�, Α) = a T # (Ξ�) Ω(x ). (6)

输出层最终将隐含层输出向量线性降维映射到输出

域. 整个网络映射结构如图 1所示.

图 1　前向神经网络映射示意

从上述分析不难看出,隐含层权值向量集 Ξ�是
网络设计的关键.

2. 2　网络设计理论

已知系统的有限观测样本集

Z n = { (x i, y i) ûy i = g (x i) + Εi}n
i= 1. (7)

其中: g (x i) 为未知系统的实际输出, Εi 为服从独立

同分布零均值白噪声. 寻找合适的网络结构参数 Ξ�

和 Α,使得下式定义的预测风险:

J (Ξ�, Α) =
1
n∑

n

i= 1
[ f (x i, Ξ�, Α) - g (x i) ]2 (8)

最小.

记X n = {x i}n
i= 1 为 Z n 的输入部分,形如H (X′)

(Α H ) 为 x∈X′(Α Rp ) 在非线性映射Ω下的像空

间,则有如下结论:

定理 1　如果 Ξ�满足条件
H (Ξ�) Β H (X n) , (9)

ϖ ΑΑ R,则使 J (Ξ�, Α) = m in
Ξ�′Α Rp , Α′Α R

J (Ξ�′, Α′) 成立.

证明　若 Ξ�满足式 (9) ,则对于任意给定的 Ξ�′,
存在相应的矩阵C ,使得 # (Ξ�′) [Ω(x 1) ,⋯, Ω(x n) ] =

CT # (Ξ�) [Ω(x 1) ,⋯, Ω(x n) ]. 由此不难得出上述结论.

□

定理 1 只是网络最优化设计的一个充分条件,

而不是必要条件. 为简化网络结构,实际应用时应尽

可能选择少量的隐含层神经元, 使得式 (8) 定义的

性能指标满足要求.

定理 2　若下列任一情况成立:

1) H (W ) Β H (X ) ;

2) W = X ;

3) W = X n.

ϖ Ξ� Α W ,则使式 (9) 成立.

取W = X n ,不仅能大大缩小隐含层权值向量的

搜索范围, 提高网络学习效率, 而且能找到使式 (8)

最小的隐含层权值向量集 Ξ�.

另一方面,为降低网络的复杂性,要求H (Ξ�) 中

各向量相互独立. 记

5 (Ξ�) = # (Ξ�) #T (Ξ�) =

Υ(Ξ1, Ξ1) Υ(Ξ1, Ξ2) ⋯ Υ(Ξ1, Ξq)

Υ(Ξ2, Ξ1) Υ(Ξ2, Ξ2) ⋯ Υ(Ξ2, Ξq)

� � ω �
Υ(Ξq, Ξ1) Υ(Ξq, Ξ2) ⋯ Υ(Ξq, Ξq)

,

也就是要求 Ξ�满足
rank [5 (Ξ�) ] = q. (10)

上述定理及式 (10) 为选择隐含层权值向量集Ξ�提供
了理论指导.

记

B (Ξ�) = [<(x 1, Ξ�) ,⋯, <(x n , Ξ�) ]T ,

K (Ξ�) = B (Ξ�) [B T (Ξ�)B (Ξ�) ]- 1B T (Ξ�) ,

y = [y 1, y 2,⋯, y n ]T ,

y3 = [g (x 1) ,⋯g (x n) ]T ,

y (Ξ�, Α) = [ f (x 1, Ξ�, Α) ,⋯, f (x n, Ξ�, Α) ]T ,

Ε= [Ε1, Ε2,⋯, Εn ]T ,

J Ε(Ξ�, Α) =
1
n
‖K (Ξ�) Ε- Ε‖2.

若 Ξ�满足式 (10) ,则

a = [B T (Ξ�)B (Ξ� ]- 1B T (Ξ�) y3 , (11)

y (Ξ�, Α) = K (Ξ�) y3 , (12)

J (Ξ�, Α) =
1
n
‖K (Ξ�) y3 - y3 ‖2. (13)

然而,困难在于无法从样本观测输出 y i 中分离出系
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统的真实输出 g (x i) , 若以系统观测输出 y i 替代系

统实际输出 g (x i) ,则式 (11)～ (13) 的估计分别为

aδ = [B T (Ξ�)B (Ξ�) ]- 1B T (Ξ�) y , (14)

yδ(Ξ�, Α) = K (Ξ�) y , (15)

J
δ(Ξ�, Α) =

1
n
‖K (Ξ�) y - y‖2. (16)

考虑到 y 3
i 与 Εi的无关性以及 E (Εi) = 0,有

var (aδ) = [B T (Ξ�)B (Ξ�) ]- 1var (Εi) , (17)

var[yδ(Ξ�, Α) ] = K (Ξ�) var (Εi) , (18)

E [J
δ(Ξ�, Α) ] = E [J (Ξ�, Α) ] + E [J Ε(Ξ�, Α) ]. (19)

为降低样本噪声对网络结构参数以及预测输出的影

响,要求 Ξ�满足如下约束条件:

t race{[B T (Ξ�)B (Ξ�) ]- 1 →m in, (20)

t race [K (Ξ�) ] →m in. (21)

考虑到K (Ξ�) 为 n阶H erm ite非负定矩阵,且存在正

交矩阵U (Ξ�) ,使得

U T (Ξ�) K (Ξ�)U (Ξ�) =
I q 0

0 0
,

则

t race[K (Ξ�) ] = q,

E [J Ε(Ξ�, Α) ] = (1 - qön) var (Εi).

式 (21) 可简化为如下约束要求:

q ν n. (22)

此时

E [Jδ(Ξ�, Α) ]≈ E [J (Ξ�, Α) ] + var (Εi).

从统计意义上说,可以近似认为

J
δ(Ξ�, Α)≈ J (Ξ�, Α) + var (Εi).

　　根据上述理论分析,隐含层权值向量集 Ξ�的选
择, 可近似为在满足式 (10) , (20) 和 (22) 的约束条

件下求解如下问题:

a rg Jδ(Ξ�, Α) < ∆. (23)

其中: Ξ� Α W = X n ,门限∆应选择在系统观测噪声方
差 var (Εi) 附近,输出层权值集 Α由式 (14) 估计.

3　限定记忆的前向神经网络在线学习算法
　　设 (x k , y k ) 为连续时变系统第 k 步输入输出;

Z k
n =

{ (x i, y i) }k
i= k- n+ 1, k ≥ n

{ (x i, y i) }k
i= 0, k < n

为系统第 k 步限定记忆长度 n 的输入输出序列集;

X k
n =

{ (x i) }k
i= k- n+ 1, k ≥ n

{ (x i) }k
i= 0, k < n

为对应的输入序列集; Ξ�k , Αk , qk为第 k步学习后网络

结构参数. 网络在线学习算法的关键是如何利用上

述已知信息快速修正网络结构参数, 提高网络的预

测性能.

算法 1

1) 初始化限定记忆长度 n,性能指标门限 ∆,最

大隐含层权值向量数 qm ax (ν n) ,网络结构参数 Ξ�0,

Α0 = Á ,在线学习步数 k = 0.

2) 在线学习步数k = k + 1,通过已知网络结构

参数给出系统第 k 步预测输出 f (x k , Ξ�k- 1, Αk- 1).

3) 采样系统第 k 步输入输出序列 (x k , y k ) ,更新

学习序列集 Z k
n 和X k

n.

4) 置 Ξ�k = Á , Αk = Á ,W = X k
n.

5) 下列任意情况出现时, 转到第 7) 步; 否则,

转到第 6) 步:

① Jδ(Ξ�k , Αk ) ≤ ∆;

② qk ≥ qm ax;

③ 在W 中任意权值向量Ξ | Ξ�k加入Ξ�k ,不满足

式 (10).

6) 从W 中选择某权值向量Ξ | Ξ�k加入Ξ�k ,在满

足式 (10) 的条件下,使得 m in
Ξ�k= Ξ�k+ Ξ

Jδ(Ξ�k , Αk ) 成立,转到

第 5) 步.

7) 下列任意情况出现时, 转到第 8) 步; 否则,

转到第 9) 步:

①从Ξ�k中删除某权值向量Ξ,满足J
δ(Ξ�k , Αk ) ≤

∆;

② qk > qm ax.

8) 从 Ξ�k 中删除某权值向量 Ξ,在优先 (适合情

况 7) 之 ①) , 但不一定适合情况 7) 之 ②) 满足

J
δ(Ξ�k , Αk ) ≤ ∆ 的 条 件 下, 使 得

m in
Ξ�k= Ξ�k - Ξ

t race{[B T (Ξ�)B (Ξ�) ]- 1}成立,转到第 7) 步.

9) 按式 (14) 重新计算输出层权值集Αk ,并转到

第 2) 步继续下次学习.

下面根据上述算法给出两种改进型算法, 以便

加快网络的学习速度.

算法 2　替换算法 1第 4) 步如下 (其他各步同

上) :

4) 置Ξ�k = Ξ�k- 1, Αk = Αk - 1,W = X k
n. 当 k > n时,

若存在下标 i满足 x k- n = Ξi (∈ Ξ�k ) ,则从 Ξ�k 中删除

隐含层权值向量 Ξi,从 Αk 中删除与之对应的输出层

权值 a i.

算法 3　替换算法 2第 5) 步和第 6) 步如下 (其

他各步同上) :

5) 对当前输入 x k 加入 Ξ�k.

6) 若式 (10) 成立,则转到第 7) 步; 否则,从 Ξ�k

中删除某权值向量 Ξ,且 m in
Ξ�k= Ξ�k - Ξ

cond (5 (Ξ�k ) ) 成立.

现对上述 3种算法的共同点说明如下:

1) 算法第 2) 步通过上次学习获得的网络结构

参数给出系统一步预测输出,并利用 Z k
n 对网络的结

构参数进行动态修正. 考虑到提高在线学习算法的

快速性要求,均取W = X k
n.
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2) 为提高网络结构参数的可靠性,算法中将对

式 (10) 的约束转化为 cond [5 (Ξ�k ) ] < c,其中 c > 0

为预设的常数.

3) 算法第 7) 步和第 8) 步在优先满足性能指标

要求的前提下, 应尽可能提高网络输出层权值集 Αk

的置信度,即使式 (20) 成立,并要求满足 qk ≤ qm ax.

这样一方面有利于简化网络结构, 删除隐含层的冗

余神经元,提高网络的抗噪声和泛化性能;另一方面

它还约束了算法中计算矩阵逆、矩阵秩以及第 7) 和

第 8) 步的优化时间,从而提高网络在线学习效率.

4) 算法采用限定记忆长度不仅能使网络适应

于时变系统的在线预测, 而且可大大减少网络在线

学习时间.

5) 算法每次学习获得的隐含层权值向量集 Ξ�k ,

类似于统计学习理论的支持向量机所获得的支持向

量集, 算法完全符合统计学习理论提出的结构风险

最小化原则. 另外,它既克服了传统的基于梯度下降

的网络学习算法可能存在欠学习或过学习以及局部

最小点问题,又具有动态优化网络结构参数的优点,

从而提高其在线预测性能.

上述 3 种算法的不同点仅在第 4) 步～ 第 6)

步,现对它们在性能和快速性上的优缺点比较如下:

1) 算法 1 每次学习时完全抛弃上次学习获得

的网络结构参数 Ξ�k- 1 和 Αk - 1,在学习上的优点是能

最优化性能指标,提高网络的泛化性能,适合大时变

系统的预测学习; 其缺点是完全抛弃已有的网络结

构参数信息,大大降低了网络学习速度. 值得指出的

是,这种算法完全可以用于离线学习.

2) 算法 2 每次学习时继承了上次学习获得的

网络结构参数 Ξ�k- 1 和 Αk- 1 的几乎全部信息,仅去除

Ξ�k- 1中不属于W = X k
n的元素和Αk- 1中对应的元素.

这样既有较好的泛化性能, 又进一步提高了网络在

线学习速度.

3) 算法 3试图将当前输入 x k直接加入Ξ�k ,使网

络隐含层尽可能包含新信息, 具有跟踪时变系统的

能力,从而大大提高了网络在线学习速度. 该算法适

合于快速采样控制系统的在线预测.

4　数值实验
　　下面通过数值实验验证上述算法的可行性和

有效性. 设实验系统为

c ( t) = exp (- 0. 5t) sin (2Πt) ,

x ( t) = 1. 0sin (Πt) + 0. 1sin (2Πt) ,

v ( t) = 2Πx ( t) ,

g ( t) = c ( t) exp (- 0. 05v2 ( t) ) sinv ( t) ,

y ( t) = g ( t) + Ε.
输入 x ( t) ,实际输出 g ( t) ,观测输出 y ( t) ,观测噪声

方 差 var (Ε) = 0. 000 4, 取 Υ(x , Ξ) =

exp -
‖x - Ξ‖2

Ρ2 ,其中 Ρ2 = 0. 1.

初始化参数 n = 100, ∆= 0. 000 4, qm ax = 10,采

样时间 T = 0. 001 s. 记

x k = x (T × k ) , y k = y (T × k ) ,

g k = g (T × k ) ,

e
δ

k = f (x k , Ξ�k- 1, Αk- 1) - y k ,

ek = f (x k , Ξ�k- 1, Αk- 1) - g k ,

Jδp =
1
l∑

l

k= 1

eδ2
k , J p =

1
l∑

l

k= 1

e2
k ,

qp =
1
l∑

l

k= 1
qk , tp =

1
l∑

l

k= 1
tk.

其中: tk 为第 k 步学习时间, l为在线学习总次数. 仿

真软件为M atlab6. 1, 操作系统为W indow s2000,

CPU 主频 666 M H z. 3种算法的实验结果如表 1所

示;算法 3的部分实验曲线如图 2所示.

表 1　3种算法实验结果比较

算法 Jδp ö10- 4 Jδp ö10- 5 qp tp ö10- 3 s

算法1 4. 028 5 1. 059 7 3. 967 2 56. 367 9

算法2 4. 031 7 1. 063 8 3. 851 5 10. 843 7

算法3 4. 032 3 1. 064 3 2. 371 0 1. 511 6

(a)　观测序列和网络预测序列

(b)　隐含层神经元数序列

(c)　网络预测对于观测输出误差序列
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(d)　网络预测对于实际输出误差序列

图 2　算法 3部分实验结果

　　上述试验结果取得了令人满意的效果. 3 种算

法完全克服了传统的学习算法可能存在的欠学习或

过学习以及局部最小点问题,具有较快的在线学习

速度和良好的抗噪声和预测性能,网络预测输出完

全能跟踪上述快速时变系统的实际输出. 在这方面,

传统的算法还少有较好的应用示例.

从表1和图2可以看出,算法3不仅在线学习速

度快,而且具有良好的预测性能,它尤其适合实时控

制等领域.

5　结　　论
　　传统的前向神经网络在线学习算法,大多将注

意力集中于改进误差反向传播算法和提高网络学习

速度,以满足网络在线学习的要求,理论方面进展并

不大,大多源于梯度下降的思想;如果搜索步长选择

不当,不仅降低了网络学习的收敛速度,而且容易陷

入局部最小点,从而降低了网络的预测性能. 本文提

出的算法从理论上确保了网络学习性能的优化,通

过动态调整网络结构和权值来提高网络的在线预测

性能,从而使其具有快速跟踪时变系统的能力. 本文

算法具有较好的理论基础和应用价值,可以推广应

用于其他机器学习领域.
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