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离线鲁棒预测控制器综合方法的改进方案
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摘　要: 对离线鲁棒预测控制器综合方法进行改进. 离线鲁棒预测控制算法离线确定一个控制律序列,对应一组吸

引域; 在线根据当前状态位于哪个吸引域内部 (或哪两个吸引域之间)选择相应的一个控制律 (或相邻的两个控制律

的线性插值). 引入参数L yapunov函数得到多包椭圆型吸引域和多包二次稳定的离线控制律,改进了控制器的可行

性和最优性. 改进的控制器保持了稳定性以及控制律关于系统状态的连续性.
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Abstract: T he syn thesis app roach of off2line robust model p redict ive con tro l is imp roved. T h is k ind of algo rithm off2
line determ ines a con tro l2law 2sequence w ith co rresponding dom ains of at tract ion. T he con tro l law is cho sen

acco rding to the dom ain of attract ion in w h ich the curren t sta te lies, o r the linear in terpo lat ion of tw o con tro l law s is

cho sen co rresponding to tw o dom ains of at tract ion betw een w h ich the curren t sta te lies. T he param eter2dependen t

L yapunov function is in troduced to ob tain po ly2ellip so idal dom ains of at tract ion and po ly2quadratically stab le off2line

con tro l law s, and the feasib ility and op tim ality are imp roved. T he imp roved con tro ller p reserves stab ility and

con tinu ity of the con tro l law w ith respect to the system state.
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1　引　　言
　　近年来,国内外对不确性系统的鲁棒预测控制

器的综合问题进行了较多的研究. 在保证稳定的前

提下,主要目标是降低在线计算量,改进可行性和最

优性[1 ]. 由于表示不确定性的方法较多,综合方法也

是多种多样,与本文直接相关的包括文献 [ 2～ 4 ]的

方法. 文献 [ 2 ]采用LM I方法求解无穷时域二次型

性能指标下的“最大2最小”优化问题,将其简化为在

每个时刻求解一个固定的线性状态反馈控制律,在

该控制律作用下,当前状态必位于相应的某一椭圆

型集合内,未来的状态将向原点收敛. 由于要在线求

解 LM I优化问题,该方法一般计算量较大. 有鉴于

此,文献[ 3, 4 ]提出了改进措施,即离线确定一系列

的线性状态反馈控制律及其相应的椭圆型集合,在

线选择当前状态所处的最小一个椭圆集对应的控制

律. 当状态位于两个相邻椭圆集之间的环形区域时,

实际控制律采用两个相应的离线控制律的线性插

值,这样可实现控制律的连续切换,提高控制效果.

文献[ 2～ 4 ]的共性在于得到的闭环系统或离线

控制律是二次稳定的[5 ]. 二次稳定系统一般具有较
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弱的可行性和较差的最优性. 文献 [ 6 ]引入参数

L yapunov 函数对 [ 2 ]的算法进行改进,得到的系统

是多包二次稳定的. 但同文献[ 2 ]一样, [ 6 ]在每个时

刻都要求解复杂的LM I优化问题. 本文的改进方案

是在离线计算中采用参数L yapunov函数,得到一系

列非椭圆型集合——每个非椭圆型集合是一组椭圆

型集合的交集. 这样,在线计算量同文献 [ 3, 4 ]相比

虽略有增加,但与文献[ 2, 6 ]相比仍小得多,并且可

行性和最优性将得到改善.

本文所用符号说明如下: R n表示 n 维实空间;

对于向量 x 和正定矩阵W ,‖x‖2
W = x TW x ; x (k +

iûk ) 为在 k 时刻对未来 k + i时刻的变量 x 的预测

值; I 表示相应维数的单位阵;符号 3 给出对称结构
表示,比如若H 和R 为对称矩阵,则

H + S + 3 3
T R

=
H + S + S T T T

T R
.

2　问题描述
　　考虑如下时变和ö或不确定系统:

x (k + 1) = A (k ) x (k ) + B (k ) u (k ) , (1)

其中 u∈Rm 和 x ∈Rn分别为输入和可测状态. 系

统约束为

- u ≤ u (k + i) ≤ uθ, Π i≥ 0. (2)

其 中: u∶ = [u 1, u 2,⋯, um ]T , uθ∶ = [uθ1, uθ2,⋯,

uθm ]T , u j > 0, uθ j > 0, j = 1, 2,⋯,m . 为简化描述,这

里只考虑输入饱和约束,当存在其他约束时,处理方

法参见文献[ 2～ 4, 7 ].

假设

[A (k ) ûB (k ) ] ∈ 8 =

C o{A 1ûB 1,A 2ûB 2,⋯,A L ûB L }, Π k ≥ 0,

即存在L 个非负系数 Ξl (k ) , l = 1, 2,⋯,L ,使得

[A (k ) ûB (k ) ] = ∑
L

l= 1
Ξl (k ) [A lûB l ],

∑
L

l= 1
Ξl (k ) = 1.

(3)

目标是针对上述系统设计鲁棒预测控制器, 将系统

(1) 驱动到稳态 (x ss, u ss) = (0, 0). 在每个时刻 k ,求

解如下优化问题[7 ]:

m in
u→ (k)

m ax
[A (k+ i) ûB (k+ i) ]∈8 , i≥0

J ∞ (k ) =

∑
∞

i= 0
[‖x (k + iûk )‖2

Q + ‖u (k + iûk )‖2
R ],

(4a)

s. t. - u ≤ u (k + iûk ) ≤ uθ. (4b)

其中

x (k + i + 1ûk ) =

A (k + i) x (k + iûk ) + B (k + i) u (k + iûk ) ,

　x (kûk ) = x (k ) ,

Q> 0和R > 0为加权矩阵.

文献[ 2 ] 对每个时刻 k 采用唯一的线性状态反

馈律作为问题 (4) 的解,即u (k + iûk ) = F (k ) x (k +

iûk ) , Π i≥ 0. 定义二次函数

V ( i, k ) = x (k + iûk ) TP (k ) x (k + iûk ) ,

P (k ) > 0, Π k ≥ 0,

并强制满足如下鲁棒稳定性约束:

V ( i + 1, k ) - V ( i, k ) ≤

- ‖x (k + iûk )‖2
Q - ‖u (k + iûk )‖2

R,

Π [A (k + i) ûB (k + i) ] ∈ 8 , i≥ 0. (5)

在系统稳定的情况下, x (∞ûk ) = 0,V (∞, k ) = 0.

易知

m ax
[A (k+ i) ûB (k+ i) ]∈8 , i≥0

J ∞ (k ) ≤V (0, k ) ≤ Χ, (6)

其中变量 Χ> 0. 定义变量Q = ΧP (k ) - 1和 F (k ) =

YQ - 1,则式 (5) 和 (6) 可转化为如下LM I:

Q 3 3 3
A lQ + B lY Q 3 3

Q1ö2Q 0 ΧI 3

R1ö2Y 0 0 ΧI

≥ 0, (7)

1 3
x (k ) Q

≥ 0,Q > 0. (8)

当如下LM I满足时:

Z Y

Y T Q
≥ 0, Z j j ≤ z 2

j , inf, j = 1,⋯,m . (9)

其中: z j , inf = m in{u j , uθ j }, Z j j为Z 的第 j个对角元. 则

约束 (4b) 也满足,从而优化问题 (4) 可转化为

m in
Χ,Q , Y , Z

Χ, s. t. (7)～ (9). (10)

　　在线求解式 (10) 的计算量较大. 文献[ 4 ]在[ 2 ]

的基础上提出如下离线鲁棒预测控制算法, 即将求

解式 (10) 转化为离线计算.

算法 1[4 ]

1) 离线确定一系列状态点 x 1, x 2,⋯, x i,⋯,

x N ,这些状态点从远离原点处逐渐靠近原点. 用 x i

替换式 (8) 中的 x (k ) ,求解式 (10) 得到相应的{Q i,

Y i}, 从而得到椭圆集Εi = {x ∈Rnûx TQ - 1
i x ≤ 1}和

控制律 F i = Y iQ
- 1
i .

2) 对于每个 x i ( i≠N ) ,如果下式成立:

Q - 1
i - (A l + B lF i+ 1) TQ - 1

i (A l + B lF i+ 1) > 0,

l = 1, 2,⋯,L , (11)

则每个时刻 k 在线地采用如下控制律:

F (k ) =

F (Αi (k ) ) ,‖x (k )‖2
Q - 1

i
≤ 1,

　‖x (k )‖2
Q - 1

i+ 1 > 1, i≠N ;

FN ,‖x (k )‖2
Q - 1

N
≤ 1.

(12)

其中
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F (Αi (k ) ) = Αi (k ) F i + (1 - Αi (k ) ) F i+ 1,

x (k ) T [Αi (k )Q - 1
i + (1 - Αi (k ) )Q - 1

i+ 1 ]x (k ) = 1,

0≤ Αi (k ) ≤ 1.

　　本文的主要目的是利用L yapunov函数改进算

法 1.

3　主要改进策略
　　首先引入一个附加变量G (不要求对称性) ,并

改定义 F (k ) = YG - 1. 这样,相对于优化问题 (4) 和

每个 x i,式 (7)～ (9) 可替换为[8 ]

G i + G T
i - Q i 3 3 3

A lG i + B lY i Q i 3 3

Q1ö2G i 0 Χi I 3

R1ö2Y i 0 0 Χi I

≥ 0,

　　　l = 1, 2,⋯,L ; (13)

1 3
x i Q i

≥ 0,Q i > 0; (14)

Z i 3
Y T

i G i + G T
i - Q i

≥ 0,

Z i, j j ≤ z 2
j , inf, j = 1, 2,⋯,m . (15)

然后在初始状态为 x i时,将优化问题 (4) 转化为

m in
Χi,Q i, Y i, G i, Z i

Χi, s. t. (13)～ (15). (16)

采用如下LM I代替约束条件 (11) :

G i+ 1 + G T
i+ 1 - Q i 3

A lG i+ 1 + B lY i+ 1 Q i

≥ 0,

l = 1, 2,⋯,L . (17)

由文献[ 6, 8 ] 知,引入G 不改变可行性,即对可行性

而言,式 (16) 与 (10) 等价,式 (17) 与 (11) 等价.

进一步定义二次函数

V ( i, k ) = x (k + iûk ) T P ( i, k ) x (k + iûk ) ,

P ( i, k ) > 0, Π i, k ≥ 0.

其中 P ( i, k ) 与 P (k ) 的主要区别在于 P ( i, k ) 相对

于参数 i也是时变的. 假设存在L 个对称正定矩阵

P l (k ) ,满足

P ( i, k ) = ∑
L

l= 1
Ξl (k + i) P l (k ) ,

∑
L

l= 1
Ξl (k + i) = 1.

(18)

其中 Ξl 同式 (3). 则V ( i, k ) 称为参数L yapunov 函

数. 定义变量Q l = ΧP l (k ) - 1 ( l = 1, 2,⋯,L ) 和F (k )

= YG - 1, 则相对于优化问题 (4) 和每个 x i, 式 (13)

～ (15) 可替换为

G i + G T
i - Q l, i 3 3 3

A lG i + B lY i Q t, i 3 3

Q1ö2G i 0 Χi I 3

R1ö2Y i 0 0 Χi I

≥ 0,

　　　l = 1, 2,⋯,L , t = 1, 2,⋯,L ; (19)

1 3
x i Q l, i

≥ 0,Q l, i > 0; l = 1, 2,⋯,L ; (20)

Z i 3
Y T

i G i + G T
i - Q l, i

≥ 0,

Z i, j j ≤ z 2
j , inf, j = 1,⋯,m , l = 1,⋯,L . (21)

在初始状态为 x i 时,将优化问题 (4) 转化为

m in
Χi, Y i, G i,Q l, i, Z i

Χi, s. t. (19)～ (21). (22)

这一转化过程的基本原理可参见文献[ 5～ 7 ] 中的

应用实例. 采用如下LM I代替约束条件 (11) :

G i+ 1 + GT
i+ 1 - Q l, i 3

A lG i+ 1 + B lY i+ 1 Q t, i

≥ 0,

l = 1, 2,⋯,L , t = 1, 2,⋯,L . (23)

与式 (16) 和 (17) 相比,由于式 (22) 和 (23) 用Q l, t ( l

= 1, 2,⋯,L ) 替换唯一的Q i,故可改善控制器的可

行性和最优性 (参见文献 [ 8, 9 ] 及其仿真例子). 采

用参数L yapunov函数后,对应于F i = Y iG
- 1
i 的吸引

域将是Ε2 , i = {x ∈Rnûx TQ - 1
l, i x ≤1, l = 1, 2,⋯,L },

它一般不是椭圆型的.

算法 2

1) 离线确定一系列状态点 x 1, x 2,⋯, x i,⋯,

x N , 这些状态点从远离原点处逐渐靠近原点. 求解

式 (22) 得到相应的{Q l, i, G i, Y i}, 这样可得到集合

Ε2 , i和控制律 F i = Y iG
- 1
i , i = 1, 2,⋯,N .

2) 对于每个 x i ( i≠N ) ,如果式 (23) 成立,则每

个时刻 k 在线地采用如下控制律:

F (k ) =

F (Αi (k ) ) ,‖x (k )‖2
Q - 1

l, i
≤ 1,

　　Π l = 1,⋯,L ,

　　‖x (k )‖2
Q - 1

l1, i+ 1 > 1,

　　ϖ l1 ∈ {1,⋯,L }, i≠N ;

FN ,‖x (k )‖2
Q - 1

l,N ≤ 1,

　　Π l = 1,⋯,L .

(24)

其中: F (Αi (k ) ) = Αi (k ) F i + (1 - Αi (k ) ) F i+ 1, 0 ≤

Αi (k ) ≤ 1;并且存在{ l2, l3}∈ {1, 2,⋯,L },使得

x (k ) T [Αi (k )Q - 1
l2, i + (1 -

Αi (k ) )Q - 1
l3, i+ 1 ]x (k ) = 1; (25a)

x (k ) T [Αi (k )Q - 1
l2, i + (1 -

Αi (k ) )Q - 1
l, i+ 1 ]x (k ) ≤ 1; Π l = 1,⋯,L ; (25b)

x (k ) T [Αi (k )Q - 1
l, i + (1 -

Αi (k ) )Q - 1
l3, i+ 1 ]x (k ) ≤ 1, Π l = 1,⋯,L . (25c)

　　已知 x T [Αi (k )Q - 1
l2, i + (1 - Αi (k ) )Q - 1

l3, i+ 1 ]x = 1

的解为

Αi (k ) =
1 - x TQ - 1

l3, i+ 1x

x T (Q - 1
l2, i - Q - 1

l3, i+ 1) x
.
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以一定的顺序取 l2, l3 ∈ {1, 2,⋯,L },求得 Αi (k ) 并

代入式 (25b) 和 (25c) ,使两个不等式条件全部成立

的 Αi (k ) 即可用于控制律的计算.

类似于文献[ 4 ],有如下结论:

定理 1　算法 2中所实现的状态反馈控制律是

状态 x 的连续函数. 给定初始状态 x (0) 满足 x (0)

∈ Ε2 , 1,则算法 2渐近镇定闭环系统.

证明　由于集合Ε2是凸的,在每个时刻k ,条件

(25a)～ (25c) 保证了Αi (k ) 必有唯一解. 当 x (k ) 在

Ε2 , i边界上时, Αi (k ) = 1且F (Αi (k ) ) = F i;当x (k ) 在

Ε2 , i+ 1 边界上时, Αi (k ) = 0且 F (Αi (k ) ) = F i+ 1. 这说

明算法 2中所实现的状态反馈控制律是状态 x 的连

续函数. 当状态位于 Ε2 , i 和 Ε2 , i+ 1 之间时, 记

Q l (Αi (k ) ) - 1 = Αi (k )Q - 1
l, i + (1 - Αi (k ) )Q - 1

l, i+ 1,

Z (Αi (k ) ) = Αi (k ) Z i + (1 - Αi (k ) ) Z i+ 1, l = 1, 2,⋯,

L . 考虑式 (17) 与 (11) 的等价性,当同时满足式 (23)

和 (19) 时,有

Q - 1
l, i 3

A l + B lF (Αi (k ) ) Q t, i

≥ 0,

Π l = 1, 2,⋯,L , t = 1, 2,⋯,L ;

当式 (21) 对 i和 i + 1同时满足时,可得到

Z (Αi (k ) ) 3
F (Αi (k ) ) T Q l (Αi (k ) ) - 1

≥ 0,

Π l = 1, 2,⋯,L .

这说明状态反馈控制律 u (k ) = F (Αi (k ) ) x (k ) 将使

未来的状态保持在 Ε2 , i 内部并向 Ε2 , i+ 1 收敛,同时满

足约束. 根据文献[ 4 ],可知闭环系统稳定. □

注 1　在算法 2中,条件 (25b) 和 (25c) 主要是

为构造关于 x 连续的控制律而设置的. 如果组成

Ε2 , i+ 1的L 个椭圆都位于 Ε2 , i 内部, 则条件 (25b) 和

(25c) 可以去掉,这时系统仍是闭环稳定的. 在实际

应用中,为得到更快的闭环响应,可保留式 (25c) 而

将 (25b) 替换为

x (k ) T [Αi (k )Q - 1
l2, i + (1 - Αi (k ) )Q - 1

l, i+ 1 ]x (k ) ≥ 1,

Π l = 1, 2,⋯,L . (25d)

易知,采用式 (25c) 和 (25d) 时,得到的 Αi (k ) 一般满

足 0≤ Αi (k ) < 1,且系统闭环稳定.

4　仿真验证
　　采用系统

x
(1) (k + 1)

x
(2) (k + 1)

=

1 0

K (k ) 1

x
(1) (k )

x
(2) (k )

+
1

0
u (k ) ,

其中 K (k ) 为不确定参数. 取加权矩阵Q= I , R =

1, 并取输入约束 ûuû ≤ 1, 初始状态 x (0) = [ 7,

80 ]T. 考虑如下两种情况:

1) 取K (k ) ∈ [ 1, K M ],变化K M. 当K M ≥ 49. 4

时,算法1不再可行,但当K M = 50. 2时,算法2仍然

可行,这说明算法 2对可行性有所改进.

2) K (k ) ∈ [ 0. 5, 2. 5 ], 真实状态由 K (k ) =

1. 5 + sin (k ) 产生. 取 x
(1)
i = x

(2)
i = Νi, Ν1 = 10, Ν2 =

8, Ν3 = 6, Ν4 = 4, Ν5 = 3, Ν6 = 2, Ν7 = 1. 5, Ν8 = 1, Ν9

= 0. 75, Ν10 = 0. 5. 采用算法1和算法2,得到的Χi分

别为

[ 1 462 744, 521 457, 141 341, 23 950,

7 144, 1 417, 481, 116, 46, 14 ],

[ 1 413 608, 501 378, 135 461, 22 876,

6 846, 1 374, 474, 116, 45, 13 ].

采用算法 2时,用式 (25d) 替换 (25b) ,计算 Αi (k ) 时

同时满足式 (25a) , (25c) 和 (25d). 闭环状态轨迹如

图 1所示,其中虚线表示算法 1,实线表示算法 2.

图 1　闭环系统的状态轨迹

记 J true = ∑
∞

i= 0
[‖x ( i)‖2

Q + ‖u ( i)‖2
R ], 且其

优化值为J 3
true. 对于算法1, J 3

true = 293 284;对于算法

2, J 3
true = 289 302. 仿真结果表明算法 2对最优性也

有所改进.

5　结　　论
　　本文对文献[ 4 ]的鲁棒预测控制的离线算法提

出了改进方案,通过引入参数L yapunov 函数,使得

原来需要二次稳定的控制器经改造后只需多包二次

稳定. 改进的控制器可给出更优的控制作用,适用范

围更广泛. 此外,改进的控制器保持了原有控制器的

稳定性以及控制律相对于系统状态的连续性. 离线

算法只需很小的在线计算量,而采用参数L yapunov

函数也只是使在线计算量略有增加,远远小于在线

算法[2, 6, 9 ]的计算量,所以离线算法适合在工程实际

中采用.
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513第 3 期 丁宝苍等: 离线鲁棒预测控制器综合方法的改进方案



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

可利用过程的动态信息获得其稳态模型,以便得到

其最佳设定值. 文献[ 1～ 3 ]虽然提出了解决问题的

方法, 但都存在很大的弱点. 本文就如何克服文献

[ 4 ]的弱点,在文献[ 5～ 8 ]的基础上,针对伴有噪声

的动态线性大工业过程,采用分散辨识方法获取其

稳态模型的强一致性估计,并且给出了稳态模型可

辨识的条件.
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