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区域极点配置问题的研究方法
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摘　要: 对区域极点配置的现有研究成果进行综述. 将区域极点配置的基本方法归结为代数R iccati方程 (A R E)方法

和线性矩阵不等式 (LM I)方法. 列出了基于区域极点配置方法的主要研究成果,包括最优控制、鲁棒性、H 2 性能、H ∞

性能等方面. 最后给出了几点研究展望.
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Abstract: A n overview of assign ing all po les of a clo sed2loop system in a specified region is p resen ted. T he basic

m ethods on assign ing all po les of a clo sed2loop system in a specified region are summ arized in tw o cases: a lgebraic

R iccati equation (A R E) app roach and linear m atrix inequality (LM I) app roach. B rief w o rk s on con tro l ob jectives

w ith regional po le assignm ent, such as op tim al con tro l, robustness, H 2 perfo rm ance, H ∞ perfo rm ance, etc, are

listed. Som e research perspectives abou t th is p rob lem are given.
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1　引　　言
　　区域极点配置是指将一个线性系统的所有极

点配置在一个指定的区域内. 对于连续系统,指定的

区域在左半开复平面;对于离散系统,指定的区域在

以原点为圆心的单位圆内. 如果记这个指定区域为

D ,则区域极点配置称为D 2极点配置[1～ 7 ].

首先介绍将系统极点配置在左半开复平面某一

区域内的主要目的. 线性系统的瞬时响应与它的极

点位置紧密相关, 只要将闭环系统的极点配置在复

平面上一个适当区域内, 就能保证系统具有一定的

动态和稳态特性. 以二阶系统为例, 设极点为 Κ=

- ΦΞn ± jΞd , 其阶跃响应可由无阻尼自然频率 (或

无阻尼振荡频率) Ξn = ûΚû , 阻尼比 (或相对阻尼系

数) Φ和阻尼自然频率 Ξd 完全决定. 如果将 Κ配置在
一个适当的区域内,则可保证Ξn , Φ和Ξd满足给定的

界,从而保证系统具有满意的瞬时响应. 对于要达到

的控制目的,一个有意义的区域是图 1中的

　　　　S (Α, r′, Η) =

　　　　{x + jy ∈Cûx < - Α,

　　　　ûx + jy û < r′, x tg Η< - ûy û}.

将闭环极点限定在这个区域内, 可保证系统具有最

小衰减度 Α,最小阻尼比 Φ= co s Η和最大阻尼自然
频率Ξd = r′sin Η. 这将进一步保证系统的最大超调、
振荡模频率、衰减时间、上升时间、调节时间等过渡

过程指标不超过由 Φ, Ξd 和 Ξn 确定的界[5, 6, 8 ].

区域 S (Α, r′, Η) 有 3个特征方程, 不易表达. 它



图 1　区域 S (Α, r′, Η) 和C (q, r)

的内切圆域C (q, r) = {x + jy ∈Cûûx + jy - qû <

r} (如图 1所示) 特征方程只有一个,表达比较容易,

并且可与标准的离散时间设计联系起来, 从而易于

数值处理. 这一点在用代数R iccat i方程方法处理时

尤其明显. 容易看出,利用这一圆形区域同样可以达

到控制目的,因此实际应用的是圆域极点约束[5, 8 ].

一些学者讨论了极点配置在半平面 Re (s) ≤

- Α以及垂直带、椭圆、抛物线、双曲线等形状的区
域的条件[3, 5, 6, 8～ 11 ] , 但这些讨论要么更多的是理论

上而非实践上的意义, 要么不能完全满足控制目

的. 可以断言,对于具有实际意义的区域极点配置问

题,研究圆形区域也就足够了.

近十余年来,许多学者关注D 2极点配置问题,

并取得了许多研究成果. 这是因为对于线性系统,许

多重要控制问题 (如最优控制[1～ 5, 11, 12 ]、鲁棒

性[5～ 7, 9, 12～ 26 ]、无源性[10 ]、H 2性能[6, 10, 11, 22, 27 ]、H ∞ 性

能[6, 8～ 11, 14, 22, 28 ] 等) 都可在D 2极点配置的基础上加
以研究. 本文以圆形区域作为主要讨论对象, 对D 2
极点配置问题的基本方法和主要成果作了总结.

本文中字母和符号说明如下:大写字母、小写黑

体字母、小写白体字母或希腊字母分别表示矩阵、向

量和标量,上标T 和 3 分别表示实矩阵的转置和复
矩阵的共轭转置, (õ) > 0 (< 0) 表示矩阵 (õ) 是正

定的 (负定的) , á 为矩阵的 K ronecker乘积.

2　区域极点配置的代数R icca t i方程 (ARE)

方法
　　考虑如下连续系统和离散系统:

xα= A x + B u , (1a)

y = C x , (1b)

x k+ 1 = A x k + B uk , (2a)

yk = C x k. (2b)

其中: u 为m 维输入向量; x 为 n 维状态向量; y 为 p

维输出向量; A ,B , C为适当维数的常值矩阵. 设 (A ,

B ) 是可控的 (或可达的).

本节所讨论的问题是确定状态反馈

u = F x 或 uk = F x k , (3)

使得所有闭环极点,即

det (ΚI - (A + B F ) ) = 0 (4)

的全部根被配置在圆盘 C (q, r) 内. 圆盘 C (q, r) 对

于连续系统如图 2 (a) 所示,对于离散系统如图 2 (b)

所示.

(a)　左半平面圆盘　　　　 (b)　单位圆内圆盘

图 2　连续系统和离散系统的C (q, r)

首先讨论矩阵的特征值位于图 2 圆盘内的条

件. 这一条件对于连续和离散的情形都是满足的.

引理 1[2 ]　考虑矩阵方程

- qA 3 P - qPA + A 3 PA +

(q2 - r2) P = - Q , (5)

其中Q 为任意正定矩阵. A 的所有特征值都位于图2

的圆盘C (q, r) 内,其充分必要条件是方程 (5) 存在

正定解 P.

考虑状态反馈 u = F x或 uk = F x k. 由引理 1,可

得到闭环系统矩阵A + B F 的全部特征值被配置在

圆盘C (q, r) 内的条件.

定理 1[2 ]　考虑如下矩阵方程:

- q (A + B F ) 3 P - qP (A + B F ) +

(A + B F ) 3 P (A + B F ) + (q2 - r2) P =

- Q , (6)

其中Q 是正定的. A + B F 的所有特征值位于图 2的

圆盘C (q, r) 内,其充分必要条件是存在正定矩阵 P

满足方程 (6).

利用离散的代数R iccat i方程,可得出下面的定

理,它给出了系统 (1) 和 (2) 的闭环极点被配置在圆

盘C (q, r) 内的状态反馈控制律的设计方法.

定理 2[2 ]　状态反馈控制律

u = - (r2R + B T PB ) - 1B T P (A - qI ) x. (7)

将连续系统 (1) 或离散系统 (2) 的所有闭环极点都

配置在图 2的圆盘C (q, r) 内,其中P 为代数R icca ti

方程

P =

(A - qI ) T

r
P

(A - qI )
r

+ H TH -

(A - qI ) T

r
PB (r2R + B T PB ) - 1B T P

(A - qI )
r

(8)
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的对称正定解, R 为任一正定矩阵, H 为使序偶 (A ,

H ) 可观测的矩阵.

对于其他类型的区域 (如椭圆形、垂直带形、双

曲线形、抛物线形等) , 可从文献 [ 3, 5 ] 中获取控制

器的设计方法. 其中既包括状态反馈的情形,也包括

输出反馈的情形;既包括静态控制器设计,也包括动

态控制器设计.

对于某些形状的区域,可先利用保 (共) 形映射

将其映成另一复平面上的圆域, 然后利用前述的圆

形区域极点配置方法进行系统的分析和设计[4 ].

3　区域极点配置的线性矩阵不等式 (LM I)

方法
　　为讨论方便,引入如下定义:

定义 1 (LM I区域) [6, 8 ]　复平面上的一个子集

D 称为一个线性矩阵不等式区域, 记为LM I区域.

如果存在对称阵L ∈Rm×m 和矩阵M ∈Rm×m ,使得

　　　D = {z ∈CûL + zM + zλM T < 0}, (9)

其中矩阵函数

f D (z ) = L + zM + zλM T (10)

称为D 的特征函数. 特别地,圆形区域 C (q, r) 的特

征函数为

f C (q, r) (z ) =
- r q + z

q + zλ - r
=

- r q

q - r
+ z

0 1

0 0
+ zλ

0 1

0 0

T

. (11)

　　注 1[6, 8 ]　LM I区域是凸的,且关于实轴对称.

定理 3[6, 8 ]　矩阵A 的所有特征值都位于式 (9)

的LM I区域D 内,其充分必要条件是存在对称矩阵

X ,使得

M D (A , X ) < 0, X > 0. (12)

其中

M D (A , X ) = L á X + M á (A X ) +

M T á (A X ) T. (13)

特别地,对于图 2所示的圆盘C (q, r) ,式 (13) 成为

- rX qX + A X

qX + X A T - rX
< 0, X > 0. (14)

　　注 2[6, 8 ]　一族LM I区域的交集仍是LM I区

域. 以两个集合交的情形说明如下: 设有两个LM I

区域D 1和D 2,它们的特征函数分别为 f D 1和 f D 2 ,则

交集D = D 1 ∩D 2 为LM I区域, 且具有特征函数

f D 1∩D 2 = D iag (f D 1 , f D 2
). 矩阵A 的全部特征值位于

LM I区域D = D 1∩D 2内,其充分必要条件是存在

共同的正定矩阵X ,使得M D 1
(A , X ) < 0和M D 2

(A ,

X ) < 0同时成立,并且采用同一变量X 不会带来任

何保守性. 所有这些结论都可推广到有限多个LM I

区域的交集的情形.

基于以上基本原理, 可利用基于线性矩阵不等

式的区域极点配置方法,综合考虑其他控制问题.

注 3　A R E方法与LM I方法的异同点: A R E方

法可给出所考虑问题的精确隐式解析解,但AR E是

非线性方程,因而不易得到数值解. 当所研究的系统

很复杂或控制问题为多目标时,这一点尤其突出. 因

此将A R E 转化成LM I, 因为LM I是线性的, 利用

LM I方法容易得到数值解,并且可用较成熟的数学

软件来解LM I, 从而使求解变得更加容易. 但这种

方法也有它的局限性,在多目标控制问题中,其解具

有较大的保守性. 如何克服这一缺点也是有待进一

步研究的问题.

4　研究成果一览
　　综上所述,D 2极点配置是进行系统分析和设计
的一种有效方法,现已取得了许多研究成果. 下面分

为两种研究方法列出这方面的主要工作.

4. 1　基于ARE方法的工作

Fu ru ta 和K im 等[2, 4 ]研究了最优控制、调节器

设计、增益裕度和相位裕度等问题; 此外, Sh ieh

等[3 ]、H addad 等[5 ]、袁廷奇等[12 ]讨论了最优控制问

题; H addad 等[5 ]、Saek i[9 ]、袁廷奇等[12 ]、Zhu 等[13 ]、

W ang 等[14, 17, 24 ]、张端金等[19, 23 ]、蒋培刚等[25 ]、李罗

文等[26 ]研究了系统的鲁棒性; Sh ieh 等[3 ]讨论了容

错控制问题; Saek i[9 ]、W u 等[11 ]、W ang 等[14 ]研究了

H 2 或H ∞控制; Saek i[9 ]、W ang 等[14 ]、张端金等[23 ]

讨论了多目标控制问题; 李罗文等[26, 29, 30 ]利用矩阵

广义逆给出了一些圆形区域极点配置的条件; 王子

栋等[14, 17, 31, 32 ]通过设计滤波增益对线性随机系统讨

论了极点约束下的状态估计问题. 有的学者是通过

状态反馈设计控制器[2, 3, 4, 12, 14, 19, 23, 25, 30 ] ,有的学者是

通过输出反馈设计控制器[5, 13, 24, 26, 32 ]. 这部分最具代

表性的文献是 [ 2, 7, 13 ], 而前沿工作可参见文献

[ 9, 23 ].

4. 2　基于LM I方法的工作

俞立等[6, 18, 20 ]、Garcia 等[7 ]、徐胜元等[15, 16 ]、钱

龙军等[21 ]、Farsangi等[22 ]对某些不确定系统研究了

其鲁棒性; 俞立[6 ]、Ch ila li 等[8 ]、Carsten 等[10 ]、

Farsangi等[22 ]、张家凡等[27 ]、程相权等[28 ]给出了系

统的 H 2 或 H ∞设计方法; 俞立[6 ]、Carsten 等[10 ]、

Farsangi等[22 ]讨论了H 2öH ∞混合控制问题;钱龙军

等[21 ]、程相权等[28 ]讨论了满意控制问题; 徐胜元

等[15, 16 ]、钱龙军等[21 ]、程相权等[28 ]分别对广义系统

和线性随机系统给出了区域极点配置的条件. 同

A R E 方法的情形一样,有的学者是通过状态反馈设

计控制器[7, 8, 15, 18, 27 ] ,有的学者是通过输出反馈设计
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控制器[8, 10, 16, 20, 21, 28 ]. 这部分最具代表性的文献是

[ 6, 8, 10 ],对于输出反馈的情形,文献[ 10 ]作了很

好的综述. 这方面的前沿工作可参见文献[ 22, 28 ].

5　研究展望
　　在对系统的分析和设计中,首先要考虑的是系

统的稳定性问题,而线性系统的稳定性与其极点的

位置紧密相关. 在综合考虑系统的各种性能时 (如鲁

棒性、无源性、容错性、H 2 和H ∞等) ,如果系统极点

配置在指定位置, 则不能满足系统综合的要求. 为

此,需要根据分析和设计的目的,将系统极点配置在

指定区域内. 因此, D 2极点配置问题是一个具有实
际意义和吸引力的研究领域.

作者认为可沿着以下3个方向进一步开展研究

工作:

1) 考虑广义系统、组合系统等复杂系统基于区

域极点配置的系统分析和设计问题. 首先考虑这些

系统的极点配置在某一区域的条件,其中一个重要

方面是根据系统结构的特殊性, 找出相应的代数

R iccat i方程或线性矩阵不等式的特殊性,以使问题

的求解变得简便 (对于广义线性系统, Xu 等[15, 16 ]已

做了一些工作). 在此基础上,考虑系统的其他性能,

进行系统的综合设计. 将互联项视为积极作用来研

究组合系统,是长期以来未能很好解决的问题. 从区

域极点配置这一角度,研究协调控制中互联项的积

极作用,是一项具有开创性的工作.

2) 对系统考虑多目标控制问题. 一个实际系

统, 为达到某种控制目的, 需要考虑多种指标的约

束. 这方面已有的成果还比较少,或者说考虑的指标

数不足以达到控制目的[6, 9, 10, 14, 22, 23 ]. 因此, 基于区

域极点配置的多目标控制是一个重要的研究方向.

3) 改进现有的研究方法. 例如,在多目标控制

问题中,为了求解的便利,已有的研究方法是将各个

指标所对应的方程或不等式的变量X 设成共同的,

而这一共同性带来的是解的保守性. 如何减弱这种

保守性,是改进系统性能的一个关键,也是一个很有

意义且具挑战性的课题.
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