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一类不确定线性系统的混杂状态反馈保成本控制
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摘　要: 研究一类不确定线性系统的混杂状态反馈保成本控制问题. 系统矩阵和输入矩阵中含有时变不确定性. 假

设存在有限个备选的控制增益已知的控制器,并且任何单一的状态反馈控制器都不能镇定系统. 基于单 L yapunov

函数的方法,给出了混杂状态反馈保成本控制的充分条件及切换律的设计方案. 当切换系统的控制增益未知时,利用

多L yapunov函数法,给出混杂状态反馈保成本控制的充分条件,并通过仿真验证了该方法的有效性.
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1　引　　言
　　在实际控制过程中,有时因控制问题本身的特

性、执行器或传感器的限制以及模型本身的不确定

性, 使用单一连续的控制器往往不能实现控制目

标[1 ]. 但上述问题有时可通过有限个备选控制器之

间的切换得到解决,如实际工程系统中的计算机磁

盘驱动器[2 ] ,某些机器人控制系统[3 ] ,汽车转向系统

等. 同时混杂状态反馈控制通常能够提供更强的鲁

棒性和其他性能,因此利用有限个控制器的切换使

被控系统达到渐近稳定或满足其他性能的研究具有

较高的理论价值和实际意义[1～ 4 ].

　　另外,在实际控制系统中,不仅要求控制系统闭

环渐近稳定,而且要求闭环系统满足一定的性能指

标. 解决该问题的方法之一是考虑一个积分二次型

成本函数,即保成本控制[5 ] ,目前该方法已受到了极

大的关注[5～ 7 ]. 但对于通过控制器切换实现保成本

控制的问题,却鲜有报道.

　　本文研究一类不确定线性系统的混杂状态反馈

保成本控制问题. 假设存在有限个被选的控制器,它

们的控制增益矩阵均为已知,并假设任何单一的连
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续控制器都不能实现保成本控制. 利用单L yapunov

函数法,设计混杂状态反馈控制器,通过在给定的有

限个控制器之间的切换,实现不确定线性系统保成

本控制的目标. 当控制增益未知时, 利用多

L yapunov 函数法,给出系统满足保成本控制的充分

条件,并通过仿真结果验证了该方法的有效性.

2　问题描述
　　考虑如下一类切换控制器系统:

xα( t) = (A + ∃A ) x ( t) + (B + ∃B ) u Ρ( t) ,

x (0) = x 0. (1)

其中: x ( t) ∈ R n 为状态; A ,B 为适当维数的常数矩

阵; ∃A , ∃B 为反映系统模型中实变参数不确定性的

不确定实值矩阵,并具有如下结构:

[∃A , ∃B ] = D F ( t) [E 1, E 2 ].

其中: D , E 1, E 2 为具有适当维数的常数矩阵; F ( t)

为未知函数矩阵, 且满足 F T ( t) ≤ F ( t) ≤ I; Ρ( t) :

[ 0,∞ ]→M = {1, 2,⋯,m }为一个依赖于时间 t或

状态 x 的分段常值函数; uΡ( t) 由有限个状态控制器

u 1⋯um 之间的切换产生,且有 uΡ( t) = K Ρ( t) x ( t) , K Ρ( t)

∈ {K 1,⋯, K m }, K i ( i∈M ) 为已知常数矩阵.

　　对系统 (1) 定义二次型性能指标

J =∫
+ ∞

0
[x T ( t)Q x ( t) + uT

Ρ( t)R u Ρ( t) ]d t, (2)

其中Q 和R 为正定加权矩阵.

　　下面给出系统 (1) 混杂状态反馈保成本 (性能)

控制的定义:

　　定义 1　对于系统 (1) ,若存在一个混杂状态反

馈控制律 u3
Ρ( t) ,使得所有不确定性,闭环系统是渐近

稳定的,且其性能值满足J ≤J 3 ,则称J 3 为切换控

制器系统 (1) 的性能上界, u3
Ρ( t) 为系统 (1) 的一个混

杂状态反馈保成本 (性能) 控制律. 并称 u3
Ρ( t) 能使系

统 (1) 满足混杂状态反馈保成本 (性能) 控制.

　　注 1　当 Ρ( t) ≡ i时,即控制器不进行切换时,

混杂状态反馈保性能控制即为一般意义下的保性能

控制. 文中假设单一的控制器均不能使系统渐近稳

定,也不能使其满足性能上界.

　　 为证明方便, 首先给出如下记号[3 ] , 初始状态

为 x 0 的切换序列表示为

2 = {x 0; ( i0, t0) , ( i1, t1) ,⋯,

( in , tn) ,⋯, ik ∈M =

{1, 2,⋯,m }, k ∈N =

{1, 2,⋯}∪ {0}}.

其中 ( ik , tk ) 表示当 tk≤ t < tk+ 1时,切换系统第 ik个

子系统被激活,在第 tk+ 1 时离开.

　　对于任意 j , 1≤ j ≤m ,定义

2 j = {[ tj 1 , tj1+ 1) , [ t j2 , tj 2+ 1) ,⋯, [ t jn
, tjn+ 1) ,⋯,

Ρ( t) = j , tjn
≤ t < tjn+ 1n ∈N }

为第 j个子系统的切换时间序列,第 j个子系统在 tjn

时刻进入激活状态,在 tjn+ 1 时刻离开.

　　令 ΧΑ1, Α2,⋯, Αm (A 1,A 2,⋯,A m ) 表示由参数 Α1, Α2,

⋯, Αm 所确定的 A 1,A 2,⋯,A m 凸组合构成的矩阵

束.

3　主要结果
3. 1　单L yapunov函数法

　　对于已知的控制增益 K i 和 ∃B 中的常数矩阵

E 2, K T
i (R + E T

2 E 2) K i 为已知的半正定矩阵,因而存

在矩阵H ,使

H - K T
i (R + E T

2 E 2) K i≥ 0, i∈M . (3)

　　下面给出使系统 (1) 满足保成本控制的一个充

分条件:

　　定理 1　对于不确定系统 (1) 和性能指标 (2) ,

给定满足 (3) 的矩阵H ,若存在正定矩阵 P (P > 0)

和矩阵 K{ ∈ ΧΑ1, Α2,⋯, Αm (K 1, K 2,⋯, K m ) ,使如下矩阵

不等式

Q + H + P (A + B K{ ) + (A +

B K{ ) T P + 2PD D T P + E T
1 E 1 < 0 (4)

成立, 则系统 (1) 存在一个混杂状态反馈保成本控

制律使系统 (1) 满足混杂状态反馈保成本控制, 且

系统的一个性能上界为 J 3 = x T
0 P x 0.

　　证明　因为 K{ ∈ ΧΑ1,⋯, Αm (K 1,⋯, K m ) ,所以存

在 Α1,⋯, Αm ∈ [ 0, 1 ],使得∑
m

i= 1
Αi = 1,且

K{ = ∑
m

i= 1
ΑiK i. (5)

将式 (5) 代入 (4) ,得∑
m

i= 1
Αi0 i < 0,其中

0 i = Q + H + P (A + B K i) +

(A + B K i) TP + 2PD D T P + E T
1 E 1.

　　设任意 x ∈R nö{0},则有 x T∑
m

i= 1
Αi0 ix < 0. 令8 i

= {x ûx T 0 ix < 0},则∪
m

i= 1
8 i = R nö{0}. 构造集合

8ϖ1 = 8 1,⋯, 8ϖi =

8 i - ∪
i- 1

j= 1

8ϖj ,⋯, 8ϖm = 8 m - ∪
m - 1

j = 1

8ϖj ,

显然有∪
m

i= 1

8ϖi = R nö{0},且 8ϖi∩ 8ϖj = <, i≠ j.

　　构造切换律Ρ( t) = i,当 x ( t) ∈8ϖi, i∈M . 设计

混杂状态反馈控制器为

uΡ( t) = K Ρ( t) x ( t). (6)

　　下面证明, 所构造的混杂状态反馈控制器 (6)

使系统 (1) 渐近稳定.
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　　取L yapunov函数

V (x ) = x T ( t) P x ( t) ,

当 Ρ(x ( t) ) ∈ 8ϖi 时,则

Vα(x ) = 2x TP xα=

2x T P [ (A + ∃A ) x + (B + ∃B ) K ix ].

经简单的矩阵不等式放大,并结合式 (3) ,不难得到

Vα(x ) ≤ x T 0 ix < 0.

由于任意i∈M ,故由单L yap unov函数法知,系统 (1)

渐近稳定.

　　下面证明系统 (1) 有性能上界 J 3 :

J =∫
+ ∞

0
[x T ( t)Q x ( t) + uT

Ρ( t)R uΡ( t) ]d t =

∑
+ ∞

k= 0
{∫

tk+ 1

tk

[x T ( t)Q x ( t) + uT
Ρ( t)R u Ρ( t) +

Vα(x ) ]d t - V (x ) û tk+ 1tk } =

∑
+ ∞

k= 0
{∫

tk+ 1

tk

[x T ( t)Q x ( t) + uT
Ρ( t)R u Ρ( t) +

Vα(x ) ]d t - ∑
+ ∞

k= 0
V (x ) û tk+ 1tk }.

由稳定性部分证明,易得

∫
tk+ 1

tk

[x T ( t)Q x ( t) + uT
Ρ( t)R uΡ( t) + Vα(x ) ]d t < 0.

因此 J ≤V (x 0) = x T
0 P x 0. 从而,由定义可知,式 (6)

是系统 (1) 一个混杂状态反馈保成本控制律,且 J 3

= x T
0 P x 0 为相应的闭环性能指标的一个上界. □

　　注 2　满足条件 (3) 的H 有无穷多个,若任意

选取将使矩阵不等式 (4) 的求解具有较大保守性.

为减少保守性,可将对H 的选取转化为求解具有线

性矩阵不等式约束的线性目标函数的最优化问题.

而对于系统的性能上界 J 3 , 也可进一步使用LM I

工具箱中的m incx 求解器对其进行优化.

3. 2　多L yapunov函数法

　　考虑如下的切换控制器系统:

xα( t) = (A + ∃A ) x ( t) + (B + ∃B ) u Ρ( t) ,

x (0) = x 0. (7)

这里仅考虑 Ρ: [ 0,∞) →M = {1, 2},即只在两个被

选的控制器之间切换. uΡ( t) = K
�

Ρ( t) x ( t) , K
�

Ρ( t) 为待设

计的控制增益.

　　定理2　若存在两个Βi (同为非正或非负) 和正

常数Εi以及对称正定矩阵和P i > 0, i = 1, 2,使如下

矩阵不等式成立:

Q + P 1A + A T P 1 + Ε2
1P 1 [B (R +

E T
2 E 2 -

2
Ε1

I )B T +
2
Ε2

1
D D T ]P 1 +

E T
1 E 1 + Β1 (P 1 - P 2) < 0, (8)

Q + P 2A + A T P 2 + Ε2
1P 2 [B (R +

E T
2 E 2 -

2
Ε1

I )B T +
2
Ε2

1
D D T ]P 2 +

E T
1 E 1 + Β2 (P 2 - P 1) < 0, (9)

其中 I 为适当维数的单位矩阵, 则存在一个混杂状

态反馈保成本控制律使系统 (7) 满足保成本控制,

控制增益为 K� i = - ΕiB
TP i. 且当 Βi 同为非负时,性

能上界是 J 3 = m ax{x T
0 P 1x 0, x T

0 P 2x 0}; 当 Βi 同为非

正时, J 3 = m in{x T
0 P 1x 0, x T

0 P 2x 0}.

　　 证明 　 当 Β1 和 Β2 同为非负时, 令 V i =

x T ( t) P ix ( t).

　　 由 S2p rocedu re知式 (8) 和 (9) 同时成立,则对

于任意 x ∈R nö{0},有:

　　1) 当 x T (P 1 - P 2) x ≥ 0时,有

x T {Q + P 1A + A TP 1 + Ε2
1P 1 [B (R +

E T
2 E 2 -

2
Ε1

I )B T +
2
Ε2

1
D D T ]P 1 +

E T
1 E 1}x < 0; (10)

　　2) 当 x T (P 2 - P 1) x ≥ 0时,有

x T {Q + P 2A + A TP 2 + Ε2
1P 2 [B (R +

E T
2 E 2 -

2
Ε1

I )B T +
2
Ε2

1
D D T ]P 2 +

E T
1 E 1}x < 0; (11)

　　令8 1 = {x ûx T (P 1 - P 2) x ≥0, x ≠0},　8 2 =

{x ûx T (P 2 - P 1) x ≥ 0, x ≠ 0}, 则 8 1 ∪ 8 2 =

R nö{0}.

　　设 x T
0 P 1x 0 ≥ x T

0 P 2x 0,设计如下切换律:

Ρ( t) =
1, x ( t) ∈ 8ϖ1 = 8 1;

2, x ( t) ∈ 8ϖ2 = 8 2 - 8ϖ1.

设计混杂状态反馈控制器为

uΡ( t) = K�Ρ( t) x ( t). (12)

　　证明系统 (7) 的渐近稳定性如下:

　　当 x ∈ 8ϖi 时,类似定理 1的证明,有

Vα
i (x ) = 2x TP ix

α=

2x T P i [ (A + ∃A ) x + (B + ∃B ) K
�

ix ].

考虑到 K� i = - ΕiB
T P i,则

Vα
i (x ) ≤x T {P iA + A T P i + Ε2

1P i [B (E T
2 E 2 -

2
Ε1

I )B T +
2
Ε2

1
D D T ]P i + E T

1 E 1}x.

由矩阵不等式 (10) 和 (11) 易得Vα
i (x ) < 0.

　　由切换律的设计得

V Ρ( tj ) (x tj
) = lim

t→tj

V Ρ( t) (x ( t) ) ,

故根据多L yapunov函数法知,系统 (7) 渐近稳定.

　　下面证明系统 (7) 的闭环系统满足性能上界.
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设 x T
0 (P 1 - P 2) x 0 ≥ 0,则类似定理 1中证明得

J =∫
+ ∞

0
[x T ( t)Q x ( t) + uT

Ρ( t)R uΡ( t) ]d t =

∑
2

j = 1
∑
+ ∞

n= 1∫
jn+ 1

jn

[x T ( t)Q x ( t) + uT
Ρ( t)R uΡ( t) +

Vα
j (x ) ]d t - ∑

+ ∞

k= 0

V ik
(x ) û tk+ 1tk .

进而,类似稳定性部分证明,易得

∫
tj+ 1

jn

[x T ( t)Q x ( t) + uT
Ρ( t)R uΡ( t) + Vα

j (x ) ]d t < 0.

由切换律的设计和V i ( i = 1, 2) 的连续性可知,在切

换时刻 tn (n ∈N ) 有V 1 (x ( tn) ) = V 2 (x ( tn) ) ,则

J 1 (V 1 (x ( t0) ) = x T
0 P 1x 0 =

m ax{x T
0 P 1x 0, x T

0 P 2x 0}.

由定义可证式 (12) 是系统的一个混杂状态反馈保

成本控制律,且 J 3 = m ax{x T
0 P 1x 0, x T

0 P 2x 0} 为相应

闭环性能指标的一个上界.

　　当Β1, Β2≤ 0,类似地可证明存在混杂状态反馈

保成本控制律使系统 (8) 满足保成本控制, 且一个

性能上界为 J 3 = m in{x T
0 P 1x 0, x T

0 P 2x 0}. □

　　注 3　因为对于任意给定的矩阵N ,有

(N - P i)B B T (N - P i) T ≥ 0,

故有

- 2P iB B TP i≤2N B B TN T - 2N B B T P i -

2P iB B TN T.

再依据 Schu r 补引理,定理 2的判断条件 (8) 和 (9)

可较容易转化为LM I的形式.

4　仿　　真
　　考虑如下的切换控制器不确定线性系统:

xα( t) = (A + ∃A ) x ( t) + (B + ∃B ) u Ρ( t) ,

x (0) = [ - 2　2 ]T. (13)

其中

A =
2 2

2 1
,B =

3 2

1 1
.

不确定项[∃A , ∃B ] = D F ( t) [E 1, E 2 ],其中

D =
0. 2 0. 2

0 0. 5
, F ( t) = sin t,

E 1 =
0. 2 0. 2

0 0. 1
, E 2 =

0. 5 1

0. 8 0
.

Ρ( t) : [ 0,∞) →M = {1, 2},

系统有两个备选的控制器,即

u 1 = K 1x =
- 2. 5 - 0. 5

- 0. 5 0. 5
x ,

u 2 = K 2x =
0. 5 - 0. 5

- 0. 5 - 2. 5
x.

　　正定加权矩阵为Q = R = I. 系统 (8) 在控制器

u 1, u 2 下的状态曲线如图 1和图 2所示,显然系统不

稳定. 取 Α1 = Α2 = 0. 5,则有

K{ = 0. 5K 1 + 0. 5K 2 =
- 1 - 0. 5

- 0. 5 - 1
.

　　首先解最优化问题,得

H =
7. 044 7 0. 005 2

0. 005 2 7. 077 6
,

进一步求解 (4) 得

P =
5. 559 5 - 2. 223 5

- 2. 223 5 4. 981 0
.

　　由定理 1中切换域的构造,得

8 1 = {x : x T - 52. 821 8 7. 440 0

7. 44 30. 146 8
x < 0},

8 2 = {x : x T 33. 907 6 - 10. 974 0

- 10. 974 0 - 32. 828 1
x < 0}.

进而 8ϖ1 = 8 1, 8ϖ2 = 8 2 - 8ϖ1,设计切换律 Ρ( t) = i,

当 x ( t) ∈ 8ϖi 时, i∈ {1, 2}.

　　设计混杂状态反馈控制律

uΡ( t) = K Ρ( t) x ( t). (14)

系统 (13) 在混杂状态反馈控制律 (14) 下的状态轨

线如图 3所示,控制效果是显然的. 并且切换控制器

图 1　系统在控制器 u1下的状态曲线

图 2　系统在控制器 u2下的状态曲线

图 3　系统在混合状态反馈下的状态曲线
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系统 (13)的一个性能上界是J 3 = x T
0 P x 0 = 59. 95.

5　结　　论

　　本文分别利用单L yapunov 和多L yapunov 函

数法研究一类不确定线性系统的混杂状态反馈保成

本控制问题. 当任何单一连续的控制器不能使系统

满足保成本控制,而系统可以在有限个控制器之间

切换时, 分别利用单 L yapunov 函数法和多

L yapunov 函数法给出系统满足保成本控制的充分

条件及混杂状态反馈保成本控制器的设计,是对一

般意义下保成本控制问题的一种拓展.
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