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摘　要: 针对 T SK 模糊模型的学习是多约束和多目标优化问题,提出将 T SK 模糊模型分解为两类不同的种群,协

作共同进化的模型学习方法. 论述了所涉及的相关问题,包括各种群的编码及其不同的进化计算,各种群个体的合作

及其适应值评估策略,模型的后件参数估计方法. 该方法要求先验知识少,收敛速度快,能形成简洁的模糊模型,最后

以函数近似为例说明了该方法的有效性.
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M ethod of learn ing TSK fuzzy m odel by cooperative coevolution
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Abstract: To the p rob lem of m ult i2constra in t and m ult i2target op tim ization in learn ing fuzzy model, T SK fuzzy

model is decompo sed of tw ain differen t species. T he m ethod of learn ing the model by cooperative coevo lu tion is

p ropo sed. Som e p rob lem s rela ted to each species coding and differen t evo lu tion computing m eans, individual

cooperation and fitness evaluation stra tegy, consequen t param eters est im ation, are discussed. T he characterist ic of

the m ethod requests a lit t le of p revious info rm ation abou t ob jects, and is ab le to ob tain compact fuzzy model. A n

examp le of function app rox im ation show s the validity of the m ethod.
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1　引　　言
　　T SK 模糊模型的一般形式[1, 2 ] 为

R i: If x 1 is A i1 and ⋯ x j is A ij and ⋯

x n is A in T hen y i = f i (X ). (1)

其中: X = [x 1,⋯, x j ,⋯, x n ] 为前件变量; A ij 为规

则 i中 x j 的模糊集; f i (X ) = a i
0 + a i

1x 1 + ⋯ + a i
nx n

为规则的后件; 1≤ i≤R , R 为模型中的规则数. 当

输入为 X = [x 1, x 2,⋯, x n ] 时,前件 T 范式采用乘

积方式,去模糊化采用重心法,模型输出结果为

y = ∑
R

i= 1
∏

n

j= 1

A ij (x j ) y iö∑
R

i= 1
∏

n

j= 1

A ij (x j ). (2)

　　T SK 模型具有较好的可解释性和精确性,在众

多领域得到广泛的应用. 模糊模型的学习过程是一

个多约束和多目标优化问题, 一些学者提出了多种

解决方法[1～ 3 ]. 进化算法在 T SK 模型学习中也得到

广泛的应用[4～ 6 ], 其特点是基于单个种群的进化或

不同种群分阶段的串ö并行独立进化. 将协同进化

方法应用于 T SK 模糊模型学习还不多见.

H u sbands等提出了协同进化方法[7 ]. Pena等应用协

同进化方法解决M am dan i模糊模型的学习问题[8 ].

Po t ter等发展并提出其一般协同进化模型[9 ] , 即不

同种群之间相互适应、共同进化,协同合作产生问题

完整解. 该方法适合于多目标函数的优化和复杂系

统的分解描述及动态搜索, 能有效避免单种群进化

计算表现出的未成熟收敛,对对象的规模比较敏感,

收敛速度慢等缺陷. 应用协同进化求解,除了一般进
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化算法遇到的问题外,还须解决其它问题,如求解对

象的分解, 子种群间的数据约束关系和相互合作关

系,子种群中个体适应值的计算方法等.

　　本文针对 T SK 模型的学习问题 (包括: 输入变

量的选择、分区及其在此分区上的隶属函数参数、模

型规则数、后件参数) , 提出一种基于协同进化的

T SK 模型 (COO PCO 2T SKFM ). 将模糊模型分解为

两类种群:一类种群描述模糊模型及其规则的结构;

另一类种群描述变量的模糊分区和隶属函数参数.

根据各种群的特点, 采用灵活的二维和分层树状结

构编码方式以及遗传算法和遗传规划相结合的进化

方法. 本文方法具有要求先验知识少、收敛速度快、

适应能力强、模型简洁等特点.

2　TSK模糊模型的协同进化
2. 1　模型的种群分解与编码原则

　　 对于式 (1) 所示的模糊模型学习问题, 可分解

为多个子问题或种群, 各种群的典型个体组合成模

糊模型. 模糊模型的分解需要考虑以下几方面问题:

1) 各种群是模型的有效部分,对模型的品质有足够

的影响, 并且避免冲突; 2) 便于各种群的合作及典

型个体的产生; 3) 各种群合作的适应值计算过程应

相对简单. 从总体上说,在能正确解决模糊模型学习

问题的情况下, 分解的种群数越少, 计算的复杂性、

搜索空间和时间降低. 本文将模糊模型分解为以下

两类种群:

　　 (1) 种群Pop 1描述模糊模型及其规则的一般性

结构

　　包括: 模型的各条规则、规则所涉及的变量及

其有关模糊分区. 该种群采用遗传算法 (GA ). 为描

述模型以及变量模糊分区的动态特征, 本文对该种

群采用二维编码,如下式所示:

I 1
1 I 2

1 ⋯ I j
1 ⋯ I n

1 L 1

I 1
2 I 2

2 ⋯ I j
2 ⋯ I n

2 L 2

� � ω I j
i ω � �

I 1
RM

I 2
RM
⋯ I j

RM
⋯ I n

RM
L RM

. (3)

其中: 每行代表一条规则; R M 表示该模糊模型最大

可能的规则数; n 表示规则所涉及的变量数; I j
i ∈

{0, 1,⋯,N B j
},表示规则 i在变量 x j 论域内的分区

码, N B j
为 x j 的最大可能分区数, I j

i = 0表示变量 x j

在规则 i中不起作用;开关参数L i = 1表示在模型中

该规则 i存在,L i = 0表示在模型中该规则 i不存在.

　　 (2) 种群Pop 2描述规则的变量分区及隶属函数

　　本文的隶属函数采用广义梯形函数 TM F
(x ; a ,

b, c, d ) : U → [ 0, 1 ], x ∈U. 其中 a , b, c, d 是需要学

习的参数,可产生不同的模糊集,使模型具有较强的

适应能力, b = c为三角形隶属函数, b = a为降半梯

形函数, c = d 为升半梯形函数. 各变量的分区结构

以及定义的隶属函数是不定的, 因此采用分层树状

结构的遗传规划 (GP) ,每个个体描述模糊模型各变

量的分区结构及隶属函数. 种群个体树状结构如图

1所示.

图 1　种群 Pop2个体树状结构

　　种群个体由4层组成:第1层是PSM 根结点,用

于连接各树枝,不参与进化操作;第 2层由各变量及

其分区数结点组成,称为V T 结点; 第 3层表示变量

的每个分区及其隶属函数,称为M F 结点; 第 4层产

生各分区隶属函数参数 (a, b, c, d ) , 由算术算子A O

结点和变量论域参数V U 结点 (终结点) 构成各隶属

函数参数子树. x j öN j (N j ≤N B j
) 表示变量 x j 当前

有N j个分区; A j l ( l≤N j ) 表示变量 x j第 l分区的隶

属函数,A 1N 1 为变量 x 1 第N 1 分区的隶属函数, 即

T M F
(x 1; 2. 33, 4, 6, 7).

　　上述两类种群既相互独立各自进化,又相互依

赖,来自各种群任意个体的组合都是模糊模型的一

个可能解. 下面给出几个定义, 用于对上述 Pop 1 编

码和 Pop 2 各结点及其关系在进化过程中的约束.

　　定义 1　I j
i 编码的有效性是其子基因串长度 I

满足 [ ( I - 1) 2 ]m ax < N B j
< [ ( I + 1) 2 ]m ax , 其中

[ ( I ) 2 ]m ax 表示长度为 I 的二进制最大值.

　　定义 2　结点向量N FN M
是各结点的可能值域;

其中N M 为结点类型.

　　本文约定上述 4类结点的结点向量为

　N V A O
= {+ , - , 3 , ö},

　N V VU
= {x j öp aûp a ∈ {1, 2, 3,U m in ,U m id,U m ax}}.

其中: U m inöU m idöU m ax分别为对应于变量 x j论域的较
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小ö中间ö较大值;

　　N VM F
= {x j öA j lû l∈ {1, 2,⋯,N j }},

　　N V V T
= {x j öN j ûN j ∈ {0, 1,⋯,N B j

}}.

当V T = 0时,说明该变量 x j 不在规则中出现.

　　定义 3　结点协议N P (N M ) 是各结点输入ö输

出约束关系,描述为

N P (N M ) = {I n ,O n ,N V , I x ,O y }.

其中: I n 为结点N M 的输入个数,O n 为输出个数,N V

为该结点向量, I x 为输入结点类型,O y 为输出结点

类型.

2. 2　种群个体的适应值评估策略

　　在协同进化中,个体适应值的评估依赖于该个

体与其他种群个体合作产生可能解的品质, 即种群

Pop 1 个体适应值是它与种群 Pop 2 的代表合作产生

的模糊模型性能 (或适应值) ;对于种群 Pop 2 个体适

应值的评估也是如此. 种群代表可以是种群全体或

典型个体,本文采用典型个体作为代表. 各种群代表

选取策略由种群两类个体组成: 一类是选择N p f
个

适应值最好的个体;另一类是随机选择N p r
个个体.

每个种群都有代表 (或称代表团, 成员个数N p =

N p f
+ N p r

) 参与其他种群个体适应值的评估. 各种

群代表的更新方式采用该种群进化完成对每个适应

值评估后产生新的代表, 但其合作种群的当前代适

应值尚未评估, 因此合作种群的代表还是上一代的

代表. 任意个体D i
j 的适应值评估方法为

fit - D i
j = M A X

1≤Rep≤N p

(f it - f m (D i
j ,D m

Rep ) ). (4)

其中: f it - f m (D i
j ,D m

Rep ) 为个体D i
j 与其他种群的代

表D m
Rep 合作产生的模糊模型适应值; i,m ∈ {1, 2}, i

≠m .

　　在协同进化框架中,各种群是同步独立进化而

不考虑其它种群的影响. 实际上,种群之间存在一定

的数据约束,如Pop 1个体的子基因串 I j
i指向Pop 2个

体中V T 结点下的M F 结点,可能使某个 I j
i 大于V T ,

即 Pop 1某个体的规则 i中,变量 x j 的较大分区码可

能没有对应的分区及其隶属函数. 在合作中遇此情

况,本文采用的措施是将 I j
i改为V T ,即指向V T 结点

下的最大M F结点,为保持种群的差异性,在Pop 1中

对该个体的 I j
i并不修改. 这是一种简单的处理方法,

不一定是最合理的,但从算例结果看是有效的.

2. 3　种群的遗传操作

　　本文提出的COO PCO 2T SKFM 采用两类种群

和两种不同的编码方式, 但都依据遗传算法的思想

设计遗传操作 (选择、杂交和变异) ,两种群选择操作

都采用精英保留 (比例为 E r) 与轮盘赌选择相结合

的方法. 下面分析其他遗传操作在各种群进化过程

中的一些相关问题.

2. 3. 1　种群 Pop1 的遗传操作

　　Pop 1 中个体是否交叉由交叉概率 p c1 决定. 一

旦进行交叉, 则从当前代群体中随机选取两个个体

作为父代,随机产生二维块指示器

IND 1 ∈{ ( ( i1, j 1) , ( i2, j 2) ) û ( i1, j 1) ∈

R M (n + 2) , ( i2, j 2) ∈R M (n + 2) },

(5)

指向父代的子二维块, 相互交换各自的子二维块产

生新的两个个体.

　　Pop 1 中个体是否变异由变异概率 Pm 1 决定. 变

异采用多子基因串下的单点变异, 即在待变异的个

体中随机选取m 1 个二维指示器

IND 2 ∈ { ( i1, j 1) û ( i1, j 1) ∈R M (n + 2) }, (6)

指向子基因串 ( I j
i 和L i 或 y i) ,对其执行单点变异.

2. 3. 2　种群 Pop2 的遗传操作

　　Pop 2 中个体是否交叉由概率 p c2 决定. 进行交

叉时, 在 Pop 2 中随机选取个体作为支配者, 在支配

者的树结构中随机选取某个结点, 并选取另一个体

作为从属者参入交叉. 不同的结点类型其交叉操作

也有差别: 如果支配者随机选取的结点为某一变量

的V T ,则从属者的结点也为同一变量的V T ,二者的

该结点及其树枝完全交叉; 如果支配者随机选取的

结点为M F (树的第 3层) ,则从属者的第 3层中随机

选取某个结点,二者的该结点及其树枝完全交叉;如

果支配者随机选取的结点为A O 或V U , 则从属者在

第 4层随机选取某个结点, 二者的该结点及其树枝

完全交叉;或从属者随机选取同类型的结点,完成二

者的结点交叉.

　　Pop 2中个体是否变异由变异概率 pm 2 决定, 在

待变异的个体中随机选取某个结点进行变异. 不同

的结点类型其交叉操作也有差别: 如果支配者随机

选取的结点为V T ,则在其对应的结点向量中随机选

取另一个值作为变异结果 (即某个变量的分区发生

变化) ,假如需要增加新的隶属函数 (M F结点) ,则按

M F的结点协议随机产生;否则,随机删除多余的M F

结点. 如果支配者随机选取的结点为M F , 则按该结

点协议随机产生新M F 结点取代原先结点. 如果支

配者随机选取的结点为A O 或A U ,则可随机选取结

点变异或树枝变异;对于结点变异,可从对应的结点

向量中随机选取另一个值作为变异结果; 对于树枝

变异;则按A O 和A U 结点协议随机产生新的树枝取
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代原来的结点.

　　在上述操作过程中, Pop 2 各结点的选取概率服

从均匀分布. 个体中各M F结点的 4个输入参数值无

论其大小如何排列,在建立隶属函数 T M F
(x j; a , b, c,

d ) 时,通过调整其隶属函数4个参数树枝的次序,使

其满足 a≥ b≥ c≥ d. 如果 4个参数相等,则随机产

生新的参数树枝取代其中一个; 如果 4 个参数中有

的超过变量论域,则以论域边界值代替.

2. 4　TSK模型的后件参数估计

　　本文采用最小二乘法对后件参数进行估计. 设

通过协作进化产生 R 条规则, 对于输入样本 X j =

[x 1j　x 2j　⋯　x nj ],根据式 (2) ,输出为

y j = ∑
R

i= 1
Λi

j y
i
j ö∑

R

i= 1
Λi

j = ∑
R

i= 1
Βj iy

i
j ,

其中

y i
j = a i

0 + a i
1x 1j + ⋯ + a i

nx nj.

于是N 个训练样本产生的输出向量为

Y =

y 1

�
yN

=

Β11 ⋯ Β1R

� ω �
ΒN 1 ⋯ ΒN R

a1
0 ⋯ a1

n

� ω �
aR

0 ⋯ aR
N

×

1 1 ⋯ 1

x 11 x 12 ⋯ x 1N

� � ω �
x n1 x n2 ⋯ x nN

. (7)

通过矩阵重组,式 (7) 可改写为

Y = X A T. (8)

其中

X =
Β11 ⋯ Β1R Β11x 11 ⋯ Β1R x n1

ΒN 1 ⋯ ΒN R ΒN 1x 1N ⋯ ΒN R x nN

,

A = [a1
0　⋯　aR

0　⋯　a1
n　⋯　aR

n ],

X 是N ×R (n + 1) 矩阵,A 是R (n + 1) 维向量,满

足N > R (n + 1). 对于式 (8) ,应用最小二乘法可得

到参数A ,即

A = (X TX ) - 1X T Y. (9)

2. 5　COOPCO -TSKFM 算法描述

　　1) COO PCO 2T SKFM 的控制参数初始化,按式
(3) 和图 1生成 Pop 1 (0) 和 Pop 2 (0).

　　2) 根据式 (4) 和 (9) 评估初始种群中个体的适

应值,产生各种群的初始代表.

　　3) 对 Pop 1 ( t) 按 2. 3. 1 节方法分别进行选择、

杂交和变异等操作,生成下一代种群 Pop 1 ( t + 1).

　　4) Pop ( t + 1) 的个体与 Pop 2 ( t) 的代表合作产

生模糊模型,并用式 (9) 对后件参数进行辨识; 计算

各模糊模型的适应值,通过式 (4) 评估 Pop 1 ( t + 1)

中各个体的适应值, 采用精英策略保存最好个体并

产生该种群代表. 如果算法终止条件满足,则转 7) ;

否则,转 6).

　　5) 类似于 3) ,对 Pop 2 ( t) 按 2. 3. 2节所述遗传

操作生成 Pop 2 ( t + 1).

　　6) 类似于 4) , Pop 2 ( t + 1) 与 Pop 1 ( t + 1) 的代

表合作,计算 Pop 2 ( t + 1) 中各个体的适应值,并产

生该种群代表. 如果算法终止条件满足,则转 7) ; 否

则, t = t + 1,转 3).

　　7) 输出最好解,算法终止.

　　上述算法中模糊模型的适应值计算方法为

fit - f m =

Α1 [1ö( 1
N T
∑
N T

j= 1

(y j - y
δ

j ) 2) ] + Α2 (R M öM L ).

(10)

其中: N T 为测试样本个数, y j 和 y
δ

j 分别为实际输出

和模糊模型输出,M L = ∑
RM

i= 1
L i > 0为模型实际规则

数, Α1 为精确性权值, Α2 为简洁性权值. 该计算方法

从精确性和简洁性两方面衡量模型.

3　算例分析
　　下面以函数近似为例说明 COO PCO 2T SKFM

算法的有效性. 采用文献[ 4 ] 给出的非线性函数

x ∈ [0,
1
3 ]: f (x ) = - 9x 2 + 3x +

1
3

,

x ∈ [
1
3

,
1
2 ]: f (x ) = 2x -

1
3

,

x ∈ [
1
2

, 1 ]: f (x ) =
0. 03

0. 03 + (4. 5x - 3. 85) 2.

该函数的特征是:在 x = 1ö3处是非连续的导数,在

x = 1ö2处是不连续的,在 x = 0. 85附近有较高曲

率的单驼峰. 在文献[ 4 ] 中,编码方式和进化方法决

定了模糊模型的后件只能为单值实数, 需要预先确

定规则数和模糊分区数. 按照[ 4 ] 的方法,种群规模

为 500, 规则数为 20, 变量模糊分区数为 20. 在第

367代出现最大适应值,均方差M SE = 0. 005.

　　应用COO PCO 2T SKFM 算法,模型后件采用单

值实数,协同进化中种群Pop 1和Pop 2的各控制参数

为:种群大小 (30, 40) , R M = 25,N B = 25,种群代表

数 (1 + 1, 1 + 1) , 精英比例 (0. 1, 0. 1) , 交叉概率

(0. 7, 0. 7) , 变异概率 (0. 02, 0. 03) ,m 1 = 1, Α1 = 1,

Α2 = 5, 最小二乘训练数据及适应值测试数据都为

100, 算法终止条件: 协同进化 400代或个体的适应

值大于 200. 按 2. 5提供的COO PCO 2T SKFM 算法,
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第 153代出现最大适应值. 此时将输入变量 x 自动

分解为 16个模糊分区 (如图 2 所示) , 形成 16 条规

则,均方差M SE = 0. 004 7.

图 2　输入变量的模糊划分

　　在COO PCO 2T SKFM算法中,模型后件采用线

性函数 f (x ) = a0+ a1x 的形式,按上述给出的控制

参数,在第36代出现最大适应值249. 此时规则数为

12,M SE= 0. 004 2.

　　从上述结果可以看出, COO PCO 2T SKFM 算法

能在较小种群规模和较少进化代数得到最优解,并

能提供更灵活、更精确,更简洁的模糊模型.

4　结　　语
　　本文提出一种基于协作共同进化的 T SK 模糊

模型,并论述了与之相关的问题. 该方法具有要求先

验知识少、收敛速度快、自适应能力强等特点. 对于

COO PCO 2T SKFM , 还存在以下问题: 1)两种群共

同进化时, 个体之间存在一定的数据约束关系, 目

前只是采用一种硬性处理的方法,如何在理论和应

用上更好地解决还有待于进一步研究; 2)COO PCO 2

T SKFM 涉及的控制参数较多, 各参数对共同进化

过程和最优模糊模型的形成都有一定的影响,如何

给出最优的参数选择方法也是需要深入研究的问

题.
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