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摘　要: 针对存在不确定扰动的线性时变系统的轨迹跟踪控制问题,提出了基于泰勒级数的迭代学习算法. 该算法

利用泰勒级数将系统参数化,导出一种基于泰勒级数的线性时变系统的近似模型. 在此模型的基础上,利用迭代学习

方式修正输入量的泰勒展开系数,并用LM I方法求解学习增益矩阵. 所提出算法在系统不满足正则性或无源性时,

仍可用输出误差信号来构造学习律. 仿真结果表明了该算法的有效性.
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Abstract: A n itera t ive learn ing con tro l ( IL C ) algo rithm via T aylo r series is p resen ted to address the tra jecto ry

track ing of a class of linear t im e2varying system s w ith uncerta in exogenous distu rbance. T he m ethod param eterizes a

linear t im e2varying system w ith distu rbance by using T aylo r series expansion. T hen, an app rox im ated model fo r the

system is deduced by emp loying the differen tia l rela t ions of T aylo r series. Based on the model, the T aylo r series

coefficien ts of con tro l function are adjusted by an itera t ive learn ing law and the learn ing gain m atrix is designed via

LM I op tim ization. T he p ropo sed algo rithm can use the erro r signals to update the con tro l variab le even w hen the

system s do no t sat isfy regu larity no r passivity. Sim ulation resu lts show the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　学习律是迭代学习控制研究的重要问题之一.

A rimo to 等[1 ]首先对线性连续系统提出D 型学习律

　　u k+ 1 ( t) = u k ( t) + # eαk ( t) , t∈ [ 0, T ]. (1)

其中: k = 0, 1,⋯为迭代次数; # 为常数增益矩阵;

eαk ( t) 为输出误差 ek ( t) = y d ( t) - y k ( t) 的导数信号,

它在学习律 (1) 的收敛性证明中具有重要作用, 但

求导运算减弱了系统抑制噪声的能力[2 ]. A rimo to

等[3 ] 又提出了 P 型学习律

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + # ek ( t) , t∈ [ 0. T ]. (2)

要证明学习律 (2) 收敛, 必须假定线性系统满足正

则性[4 ] (直接传输矩阵D 行满秩或列满秩) 或无源

性[5 ] ,而实际系统仅有一部分具有无源性. 为取消收

敛性证明这一假设条件,人们对 P 型学习律进行改

进. M oon 等[6 ] 提出了使用低通滤波器的学习律,这

种方法只能保证系统在给定的频率范围内实现精确

跟踪; H am amo to等[7 ]研究了基于输入2输出空间的
学习律,但要求每次迭代初值与期望值相同.

本文针对存在不确定扰动的线性时变系统, 提

出了基于泰勒级数的迭代学习算法. 该方法首先运

用泰勒级数展开技术及其微分性质, 导出了系统关

于泰勒级数展开的近似模型,建立了系统输入与输
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出之间的代数方程约束关系. 在此基础上,利用迭代

学习方式来修正输入量的泰勒级数展开系数, 并给

出了初态偏移有界前提下的误差收敛条件. 与文献

[ 7 ] 相比,本文方法放宽了对迭代初值的限制. 所提

出算法在系统不满足正则性或无源性时, 仍可用输

出误差来构造学习律. 最后以一仿真实例说明了本

文方法的有效性.

2　泰勒级数及其性质
　　若函数 f ( t) 在 t0点的邻域内解析,则 f ( t) 的幂

级数展开式为

f ( t) = f 0 + f 1 ( t - t0) + ⋯ +

f i ( t - t0) i + ⋯. (3)

其中: f i =
1
i!

f
( i) ( t0) , i = 0, 1,⋯. 幂级数 (3) 称为函

数 f ( t) 的泰勒级数.

从函数逼近的观点说, 可用式 (3) 的前有限项

来逼近 f ( t). 取前m + 1项 (m 由逼近误差确定) ,则

f ( t) 可近似表示为

f ( t)≈ ∑
m

i= 0
f iΗi ( t) = f TD m + 1 ( t). (4)

其中: f 是泰勒级数的系数向量,D m + 1 ( t) 是泰勒级

数的基向量. 这两个向量定义为

f = [ f 0, f 1,⋯, f m ]T ,

D m + 1 ( t) = [Η0 ( t) , Η1 ( t) ,⋯, Ηm ( t) ]T =

　 　　　[ 1, t - t0,⋯, ( t - t0)m ]T.

　　泰勒级数具有如下递推关系:

Η0 ( t) = 1,

Ηi ( t) = ( t - t0) Ηi- 1 ( t) , i = 1, 2,⋯.
(5)

本文的研究中将用到其微分性质

Η
õ

i ( t) = iΗi- 1 ( t) , i = 1, 2,⋯. (6)

3　系统的近似模型
　　考虑可重复的受扰线性时变系统

xαk ( t) = A ( t) x k ( t) + B ( t) u k ( t) + w k ( t) ,

y k ( t) = C ( t) x k ( t) + v k ( t) , t∈ [ 0, T ].
(7)

其中:下标 k 为迭代次数; x k ( t) ∈R n , u k ( t) ∈R l 和

y k ( t) ∈ R r 分别为系统的状态、输入和输出; A ( t) ,

B ( t) 和C ( t) 是适当维数的时变系数矩阵; w k ( t) ∈

R n 和 v k ( t) ∈R r分别为状态扰动和测量噪声.

给定理想输出轨迹 y d ( t) ( t∈ [ 0, T ]) , 迭代学

习控制的目标是寻求控制输入 uk ( t) ( t ∈ [ 0, T ]) ,

使得当k充分大时,系统的输出y k ( t) ( t∈ [ 0, T ]) 尽

可能跟踪理想轨迹 y d ( t) ( t∈ [ 0, T ]).

假定初态偏移满足‖x d (0) - x k (0)‖2 ≤ bx;

状态干扰和测量噪声满足 ‖w k ( t)‖2 ≤ bw ,

‖v k ( t)‖2 ≤ bv. 将系统 (7) 中各变量用泰勒级数展

开,并截取前m + 1项,有

x k ( t) = [x k0, x k1,⋯, x km ]D m + 1 ( t) , (8a)

u k ( t) = [u k0, u k1,⋯, u km ]D m + 1 ( t) , (8b)

y k ( t) = [y k0, y k1,⋯, y km ]D m + 1 ( t) , (8c)

w k ( t) = [w k0,w k1,⋯,w km ]D m + 1 ( t) , (8d)

v k ( t) = [v k0, v k1,⋯, v km ]D m + 1 ( t) , (8e)

A ( t) = [A 0,A 1,⋯,A m ]D m + 1 ( t) , (8f)

B ( t) = [B 0,B 1,⋯,B m ]D m + 1 ( t) , (8g)

C ( t) = [C 0, C 1,⋯, Cm ]D m + 1 ( t). (8h)

将各变量的泰勒展式 (8) 代入 (7) ,并利用性质 (6) ,

可导出

ix k i = ∑
i- 1

j = 0

(A i- j - 1x k j + B i- j - 1u k j ) + w k ( i- 1) ,

y k i = ∑
i

j = 0
C i- jx k j + v k i, i = 0, 1,⋯,m .

(9)

记

G =

I n 0 ⋯ 0

- A 0 2I n ω �

� � ω 0

- A m - 2 - A m - 3 ⋯ m I n

,

H =

B 0 0 ⋯ 0

B 1 B 0 ω �

� � ω 0

B m - 1 B m - 2 ⋯ B 0

,

+ =

C 0 0 ⋯ 0

C 1 C 0 ω �

� � ω 0

Cm - 1 Cm - 2 ⋯ C 0

,

# = [A T
0 ,A T

1 ,⋯,A T
m - 1 ]T ,

P = [C T
1 , C T

2 ,⋯, C T
m ]T.

其中 I n是维数为n的单位阵. 则式 (9) 可写成矩阵形

式

GX k = # x k0 + H U k + W k , (10a)

Y k = +X k + V k + P x k0, (10b)

y k0 = C 0x k0 + v k0. (10c)

其中

Y k = [y T
k1, y T

k2,⋯, y T
km ]T ,

X k = [x T
k1, x T

k2,⋯, x T
km ]T ,

U k = [uT
k0, uT

k1,⋯, uT
k (m - 1) ]T ,

W k = [w T
k0,w T

k1,⋯,w T
k (m - 1) ]T ,

V k = [v T
k1, v T

k2,⋯, v T
km ]T.

　　令 X{ k = [x T
k0, X T

k ]T , Yϖ = [y T
k0, Y T

k ]T , 则 x k ( t) ,

y k ( t) , u k ( t) 的近似值为

x
δ

k ( t) = (D m + 1 ( t) T á I n)X{ k , (11a)
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y
δ

k ( t) = (D m + 1 ( t) T á I r) Yϖk , (11b)

u
δ

k ( t) = (D m ( t) T á I l)U k. (11c)

其中: D m ( t) = [Η0 ( t) , Η1 ( t) ,⋯, Ηm - 1 ( t) ]T , I r和 I l分

别表示维数为 r和 l的单位阵.

定义 1　称式 (10) 和 (11) 为系统 (7) 关于泰勒

级数的m 阶 (m ≥ 1) 近似系统,记为 2m.

2m 的约束方程 (10) 的推导避免了由基向量乘

积和积分等引起的繁琐矩阵计算, 其推证过程较文

献[ 8 ] 更为简单, 并考虑到系统存在不确定干扰的

情形.

由式 (10a) 和 (10b) 可推出

Y k = S x k0 + FU k + d k. (12)

其中: S = +G - 1# + P , F = +G - 1H , d k = +G - 1W k

+ V k.

如果考虑推导过程所忽略的泰勒展式的高阶部

分,则式 (12) 可表示成

Y k = S 3 x k0 + F 3 U k + d 3
k . (13)

其中: S 3 = S + ∃S , F 3 = F + ∃F , d 3
k = d k + ∃d k ,

∃F 是 F 3 和 F 之间的差异阵 (未知矩阵). 同理可定

义 ∃S 和 ∃d k.

4　迭代学习律
　　现将控制问题转化为寻求 uk ( t) 的泰勒展式系

数向量U k. 定义期望输出 y d ( t) 和期望输入 ud ( t) 的

泰勒级数系数向量 Y d = [y T
d 1, y T

d 2,⋯, y T
dm ]T ,U d =

[uT
d 0, uT

d 2,⋯, uT
d (m - 1) ]T. 在第 k 个学习周期内, Y d 与

Y k ,U d 与U k 向量之差分别为

Εk = Y d - Y k , Εu
k = U d - U k. (14)

迭代学习律为

U k+ 1 = U k + L Εk , (15)

其中L ∈R lm×rm 为增益矩阵.

定理 1　考虑由式 (7) 描述的线性时变受扰系

统,给定可达的期望输出 y d ( t) , t ∈ [ 0, T ], 应用控

制量的泰勒级数展开式 (11c) 和学习律 (15) , 若满

足条件

‖I - L F 3 ‖2 ≤ Θ< 1, (16)

则当 t0 = 0时,系统输出误差 ek ( t) = y d ( t) - y k ( t)

在[ 0, T ] 上渐近有界 (k →∞).

证明　由式 (14) 和 (15) 可得

Εu
k+ 1 = Εu

k - L Εk. (17)

根据式 (17) 可导出

Εk = S 3 ∃x k0 + F 3 Εu
k - d 3

k , (18)

其中 ∃x k0 = x d 0 - x k0. 将式 (18) 代入 (17) ,有

Εu
k+ 1 = ( I - L F 3 ) Εu

k - L S 3 ∃x k0 + L d 3
k . (19)

对式 (19) 取 22范数,有

‖Εu
k+ 1‖2 ≤ Θ‖Εu

k‖2 + ‖L S 3 ‖2 ×

‖∃x k0‖2 + ‖L d 3
k ‖2. (20)

当 t0 = 0时, x k0 = x k (0). 由第 3节的假设条件及文

献[ 9 ] 附录中引理A. 2. 3,可得

lim
k→∞
‖Εu

k‖2 ≤ bö(1 - Θ) , (21)

其中

b = ‖L S 3 ‖2‖∃x k0‖2 + ‖L d 3
k ‖2.

由式 (18) 和 (21) 知‖Εk‖2 渐近有界. 设lim
k→∞
‖Εk‖2

≤ bΕ,则有

lim
k→∞
‖ek ( t)‖2 ≤ bd + b0 + bk. (22)

其中

bd = sup
t∈[0, T ]

y d ( t) - ∑
m

i= 0

y d iΗi ( t) 2,

b0 = bx‖C (0)‖2 + bv ,

bk = bΕ sup
t∈[0, T ]
‖D{ m ( t)‖2,

D{ m ( t) =

[Η1 ( t) , Η2 ( t) ,⋯, Ηm ( t) ] á I r.

当 bx , bv , bw → 0时, lim
k→∞
‖ek ( t)‖2 → bd. □

由于无法获得精确的 F 3 阵, 本文将满足式
(16) 的学习增益矩阵L 设计问题变为不确定离散

系统的稳定设计问题[7 ]. 考虑不确定离散系统

Εu
k+ 1 = Εu

k + v ,

z = Εu
k ,

Λ = F Εu
k + w .

(23)

其中:静态输出反馈控制器 v = - L Λ,w = ∃F z. 为

推导使系统闭环稳定的控制器, 假定不确定项 ∃F

满足 Ρm ax (∃F ) ≤Χ- 1 (Χ> 0) , Ρm ax (õ) 表示最大奇异

值. 有了上述假设条件,便可用离散H ∞控制设计方

法求出L .

根据以上分析,控制量 u ( t) 的求解步骤如下:

1) 由给定系统计算 F 阵;

2) 用LM I寻优方法求解学习增益矩阵L ;

3) 由式 (15) 和 (11c) 计算 u k ( t) ;

4) 根据 u k ( t) 求出 y k ( t) ,并通过拟合获得 Y k;

5) 重复步骤 3) 和步骤 4) , 直至跟踪误差小于

给定值.

5　仿真实例
　　设存在扰动的线性时变系统由如下方程决定:

xα1 ( t)

xα2 ( t)
=

t4 - 3t 2t3 - 1

t4 - 6t2 t2 + 2

x 1 ( t)

x 2 ( t)
+

t3 - t2 - 1

2t4 + t + 1
u ( t) +

w 1 ( t)

w 2 ( t)
,

y ( t) = [ t2 + 1　2t5 - 3t3 ]
x 1 ( t)

x 2 ( t)
+ v ( t).
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图 1　系统输出曲线 (无初始误差和扰动)　　　　　　　　图 2　最大跟踪误差曲线 (无初始误差和扰动)

图 3　系统输出曲线 (有初始误差和扰动)　　　　　　　　图 4　最大跟踪误差曲线 (有初始误差和扰动)

其中: w 1 ( t) = w 2 ( t) = 0. 08sin t, v ( t) = 0. 08co s t.

期望输出轨迹为 y d ( t) = 2t5 + 3t4 + 2t3 + t2, t ∈

[ 0, 1 ].

仿真计算中取m = 5,则 y d ( t) 的泰勒级数展式

误差为零.

不存在初始误差 (x k (0) = 0) 和干扰时的仿真

结果如图 1和图 2所示. 从图中曲线可以看出,随着

迭代次数增加,跟踪误差减小,当 k = 50时,跟踪误

差 为 0. 007. 存在干扰和初始误差 (x k (0) =

0. 02 (rand - 0. 5) ) 时的仿真结果如图 3 和图 4 所

示. 可以看出, 系统在第 25 次运行时已基本达到收

敛,此时系统输出轨迹收敛于期望轨迹的某邻域内,

域的半径与初始误差和不确定干扰有关. 仿真结果

验证了本文设计的学习律是有效的.

6　结　　论
　　本文考虑一类受扰的线性时变系统的轨迹跟踪

问题,研究了基于泰勒级数的迭代学习控制方法. 采

用泰勒级数展开技术及其微分性质,导出了系统输

入量和输出量之间的代数方程约束关系. 在此基础

上,利用迭代学习方法修正控制量的泰勒级数系数,

并通过不确定离散系统的H ∞设计方法求出学习增

益矩阵. 最后结合实例说明了所提出方法的有效性.
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