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分段线性系统最优控制设计的一种混合算法

张建雄, 唐万生
(天津大学 系统工程研究所, 天津 300072)

摘　要: 将分段线性系统的最优控制设计问题转化成以反馈增益为寻优参数,以最优控制性能上界为目标的一组双

线性矩阵不等式 (BM I)问题. 将遗传算法与内点法相结合设计出一种混合算法,对BM I问题进行求解. 算例仿真表

明该算法是简便而有效的.
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Abstract: T he op tim al con tro l of p iecew ise linear system s is converted to b ilinear m atrix inequalit ies (BM I) in w h ich

the feedback gain is a set of param eters to be op tim ized w ith the goal of m in im izing the upper bounds of co st

function. A m ixed algo rithm that com bines genetic algo rithm and in terio r2po in t m ethod is designed fo r so lving the

BM I p rob lem. T he resu lts of num erical examp les show that the p ropo sed m ethod is simp le and effective.
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1　引　　言
　　对于分段线性系统,利用传统的全局L yapunov

函数方法难以处理具有仿射形式的系统,并且难以

利用系统的分区信息,给系统的稳定性分析及其控

制综合带来很大的保守性. 文献[ 1 ]利用系统的分区

信息构造连续的分段二次L yapunov 函数, 有效地

减小了系统分析和设计中的保守性. 本文基于文献

[ 1 ]的方法,将最优控制设计问题转化成以反馈增益

为寻优参数,以最优性能上界为目标的一组双线性

矩阵不等式 (BM I)问题.

BM I问题是N P 难问题,文献[ 2 ]提出一种简单

的迭代方法,即依次固定双线性项中的一个变量,形

成线性矩阵不等式问题,根据目标函数对另一变量

进行优化设计; 但本文中的目标函数仅显含其中的

一个变量,所以无法采用这种方法. 文献 [ 3 ]进行局

部线性化并忽略高阶项, 以形成LM I问题进行求

解,但由于BM I问题的非凸性质,可能存在多个局

部极小值, 所以该方法难以获得全局最优解. 文献

[ 4 ]提出的分支定界法对小规模问题较为有效,但该

方法本质上是一种隐枚举法,计算繁琐且对大规模

问题失效.

遗传算法是处理N P 难问题的一种有效解法,

能较好地处理大规模的复杂优化问题,且以概率 1

收敛于全局最优解. 本文针对BM I问题,采用遗传

算法对双线性项中的一个变量进行寻优; 对随之形

成的LM I问题,利用内点法[5 ]对半正定规划进行求

解. 本文方法简单易行,算例仿真表明所设计的算法

是有效的.
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2　问题描述
　　考虑如下具有仿射形式的分段线性系统:

xα( t) = A ix ( t) + a i + B iu ( t) ,

y ( t) = C ix ( t) + ci + D iu ( t) ,

x ( t) ∈X i, i∈ I. (1)

其中: x ∈ R n 为连续的状态变量; u ∈ R m 为输入变

量; y ∈R p 为输出变量; A i,B i, C i,D i, a i, ci为相应维

数的常值矩阵.

闭的n维凸多面体X i Α R n称为单元. 假定各单

元除公共的边界外没有重叠部分. X = ∪
i∈I

X i 称为

系统的分区. 单元下标集 I = I 0∪ I 1,其中 I 0为包含

原点的单元下标集, I 1为不包含原点的单元下标集.

对于 i∈ I 0,假定 a i = ci = 0.

为处理形如式 (1) 的仿射系统, 引入下列矩阵

描述:

xθ ( t) =
x ( t)

1
,Aϖi =

A i a i

01×n 0
,

Bϖi =
B i

01×m

, Cθ i = [C i　ci ].

则系统 (1) 可表示为

x
Η

( t) = Aϖix
θ ( t) + Bϖiu ( t) ,

y ( t) = Cθ ix
θ ( t) + D iu ( t) ,

x ( t) ∈X i, i∈ I. (2)

　　 为分析系统 (2) 的稳定性, 引入连续矩阵及多

面体单元界的定义[1 ]:

定义 1 (连续矩阵)　对于单元X i,如果满足

Fϖix
θ ( t) = F

-
jx
-

( t) , Πx ( t) ∈X i ∩X j , (3)

则称矩阵F
-

i = [F i　f i ]为连续矩阵;对于 i∈ I 0,若

有 f i = 0,则称{F
-

i}具有零插值特性.

定义 2 (多面体单元界)　对于单元 X i,如果满

足

Eϖix
θ ( t) ≥ 0, Πx ( t) ∈X i, (4)

则称矩阵 E
-

i = [E i　ei ] 为多面体单元界; 对于 i∈

I 0,若有 ei = 0,则称{E
-

i}具有零插值特性.

以上定义中, 零插值特性是对包含原点区域稳

定性分析的必要条件. 引入连续矩阵,对于任意的对

称矩阵 T , 可构造如下形式的连续分段二次型标量

函数:

V (x ) = x
- TF

- T
i T F

-
ix
-

Χ x
- TP

-
ix
-

,

x ( t) ∈X i, i∈ I. (5)

　　引入多面体单元界,可结合S2p rocedu re [5 ]来判

定所构造的标量函数 (5) 的正定性, 进而得到分段

线性系统的稳定性定理 (参见文献[ 1 ] 定理 4. 1).

3　基于 BM I的控制律设计
　　考虑分段线性系统 (2) 的二次最优控制问题,

其性能指标为

J (x 0, u ) =∫
∞

0
(x

-
( t) TQ

-
i ( t) x

-
( t) +

u ( t) TR i ( t) u ( t) ) d t. (6)

对于 i∈ I 0,设

Q
-

i =
Q i 0

0 0
, (7)

且Q
-

i半正定, R i正定, i ( t) 为使 x ( t) ∈X i ( t) 的下标.

　　考虑如下分段线性反馈控制律:

u = - K ix - k i = - K
-

ix
-

,

x ∈X i, i∈ I. (8)

在式 (8) 中,对于 i∈ I 0,设 k i = 0. 将控制律设计成

分段线性形式, 能给闭环系统的稳定性及其控制性

能分析带来更大的灵活性, 但若设计的控制律在单

元的边界处不连续, 则有可能导致闭环系统产生滑

动模[1 ]. 为此, 应将控制律设计成连续的, 其增益阵

采用如下形式:

K
-

i = K T F
-

i, i∈ I. (9)

其中: K 为参数向量, F
-

i为式 (3) 定义的具有零插值

特性的连续矩阵.

文献[ 1 ] 讨论了闭环系统稳定时性能指标上界

的相关结论. 本文进一步考虑闭环系统的稳定性条

件,得出如下最优性能指标上界的结论:

定理 1　如果存在对称矩阵 T ,U i 和W i, 其中

U i和W i 的元素均为非负, 且记 P i = F T
i T F i, P

-
i =

F
- T

i T F
-

i, K
-

i = K T F
-

i,满足

(A i - B iK i) TP i + P i (A i -

B iK i) + Q i + E T
i U iE i

K T
i

K i - R - 1
i

< 0,

P i - E T
iW iE i > 0, i∈ I 0;

(10a)

(A
-

i - B
-

iK
-

i) TP
-

i + P
-

i (A
-

i -

B
-

iK
-

i) + Q
-

i + E
- T

i U iE
-

i

K
- T

i

K
-

i - R
- - 1

i

< 0,

P
-

i - E
- T

iW iE
-

i > 0, i∈ I 1.

(10b)

其中: {F
-

i}和{E
-

i}分别表示连续矩阵和多面体单元

界且具有零插值特性, K
-

i为控制增益. 则系统 (2) 在

控制律 (8) 的作用下,对于初始点 x (0) = x 0 ∈ X i0

的任意轨道 x ( t) ∈X ,有lim
t→∞

x ( t) = 0,且性能指标

(6) 的上界为

J (x 0, u ) ≤ inf
T ,U i,W i

x
- T

0 P
-

i0x
-

0. (11)

452 控　　制　　与　　决　　策 第 20 卷



　　由文献[ 1 ]的稳定性定理及 Schu r补公式[5 ] 易

证所得结论. 在此证略.

若将定理 1中的 K 当作优化变量,并考虑有控

制约束的一般情况, 便可得到如下最优性能上界的

优化问题:

m in
K , T ,U i,W i

x
- T

0 P
-

i0x
-

0,

s. t.
K
-

i∈ K 约束 < R c, i∈ I ,

式 (10).
(12)

其中 K
-

i = K T F
-

i 所受的约束由实际问题确定. 由于

K 为优化变量, 式 (10) 为一组BM I, 即在矩阵不等

式中包含变量 P
-

i 和 K
-

i 的双线性项 P
-

iB
-

iK
-

i, 给问题

的求解带来较大的困难. 为此,本文将在下节设计相

应的求解算法.

对于最优性能下界, 文献 [ 1 ] 给出了相关结论

(定理 6. 3). 若由文献[ 1 ] 方法求得的最优性能下界

与由问题 (12) 得到的最优性能上界相差不大,则认

为获得了最优控制的近似解.

4　算法设计
　　优化问题 (12) 的约束条件 (10) 为一组BM I,当

K 固定时,约束条件 (10) 可转化成一组LM I. 此时,

优化问题 (12) 便转化为半正定规划问题,可应用基

于内点法的标准半正定规划程序求解. 本文将 K 设

计成随机搜索变量,用遗传算法进行寻优;对于随之

形成的半正定规划问题 (12) ,利用M atlab的LM I工

具箱进行数值求解,得到半正定规划的目标值,由此

可设计染色体的适应值. 具体方法如下:

记目标函数的适应值为 F itness,设计第 l 个染

色体的目标函数适应值

F itnessl = Fm ax - F k l, l = 1, 2,⋯,N . (13)

其中: N 为种群规模; F k l为第 k代中第 l个染色体的

目标函数值; Fm ax 为第 k 代所有染色体的最大目标

函数值,即 Fm ax = m ax
l

(F k l). F k l 由下式计算:

F k l =
x
- T

0 (P
-

i0) 3
k l x

-
0,问题 (12) 有解;

Η,否则.
(14)

其中: x
- T

0 (P
-

i0) 3
k l x

-
0 为参数向量 K 给定后得到的半正

定规划问题 (12) 的最优解, Η为给定的某个较大的
正数. 由于 K 为随机赋值, 形成的半正定规划问题

(12) 不一定有可行解, 若没有可行解, 则目标函数

值取为 Η. 只要 Η取得足够大,对于不可行的参数向

量 K 所对应的染色体,由式 (13) 计算出的适应值为

零,从而阻止其进入以后的遗传进化,有利于提高算

法的搜索效率.

遗传算法的编码设计中采用实数编码. 选择操

作采取比例选择法并保存最优个体的策略, 交叉操

作采用凸组合方式, 变异操作采用改进的高斯变异

法. 关于遗传算法的上述详细操作可参见文献[ 6 ].

混合算法流程如图 1所示.

图 1　混合算法流程

5　算例仿真
　　考虑如下单输入分段线性系统:

xα( t) = A ix ( t) + a i + B iu ( t) , i = 1, 2,⋯, 5.

(15)

其中

x =
x 1

x 2

,A 1 =
0 1

1 - 0. 1
,

A 2 = A 4 =
0 1

0 - 0. 1
,

A 3 = A 5 =
0 1

- 0. 75 - 0. 1
,

a1 =
0

0
, a2 = - a4 =

0

1
,

a3 = - a5 =
0

2. 5
,B 1 = ⋯ = B 5 =

0

1
.

分区信息为

L Tx ∈ [ - 1, 1 ], i = 1;

L Tx ∈ [ 1, 2 ], i = 2;

L Tx ∈ [ 2, 4 ], i = 3;

L Tx ∈ [ - 2, - 1 ], i = 4;

L Tx ∈ [ - 4, - 2 ], i = 5.

其中L =
1

0
. 控制约束为‖K

-
i‖∞≤6. 5, i = 1, 2,

⋯, 5. 范数‖õ‖∞表示向量元素中的最大绝对值,

K
-

i 为控制增益向量. 控制目标是设计一个连续的分

段线性反馈控制律 u = - K
-

ix
-

, 使闭环系统从稳定

平衡点 (10ö3, 0) 镇定到不稳定平衡点 (0, 0) , 且使

性能指标

J (x , u ) =∫
∞

0
4x 2

1 ( t) + 4x 2
2 ( t) + u 2 ( t) d t
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达到最小.

由系统的分区信息易设计出相应的多面体单元

界和连续矩阵 (此略). 遗传算法中取交叉概率 p c =

0. 6,变异概率 pm = 0. 25, Η= 1 000,种群规模N =

30,总迭代次数 k = 80. 对于半正定规划问题 (12) ,

采用M atlab的LM I工具箱中的m incx函数来求解.

所设计算法在M atlab 6. 5环境下编程实现,算法求

得的全局最优解 K 3 及性能上界J
-

(x 0, u ) 最优值近

似为

K 3 =

[ - 0. 691 3　 - 2. 655 1　3. 844 0　4. 106 1 ]T ,

J
-

(x 0, u 3 ) = 67. 19.

　　 由式 (9) 可得到连续的分段线性反馈控制律

u3 = - K
-

ix
-

,其中

K
-

1 = [ 3. 844 0　4. 106 1　0 ],

K
-

2 = [ 3. 152 7　4. 106 1　0. 691 3 ],

K
-

3 = [ 1. 188 9　4. 106 1　4. 618 9 ],

K
-

4 = [ 6. 499 0　4. 106 1　2. 655 1 ],

K
-

5 = [ 4. 525 3　4. 106 1　 - 1. 272 6 ];

m ax
i∈I
‖K

-
i‖∞ = 6. 499 0≤ 6. 5.

满足控制约束. 对所设计的控制律进行数值仿真,求

得最优性能指标 J 3 = 64. 40; 而根据文献[ 1 ] 的定

理 6. 3求得最优性能下界J
-

(x 0, u ) = 61. 90. 由此可

见,本文算法求得的控制律可作为最优控制的近似

解.

6　结　　论
　　本文讨论具有仿射形式的分段线性系统的二次

最优控制问题,基于遗传算法和内点法设计出一种

混合算法. 该算法简单实用,仿真结果表明所提出算

法是有效的.
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5　结　　论
　　非线性 P ID 调节器中的增益参数能够随误差

而变化,因此该控制方法具有一定的抗干扰能力. 遗

传算法使非线性函数得到优化,使该非线性 P ID 控

制器不但比传统的固定参数 P ID 调节 (Z2N )能更好

地保证控制系统快速性和平稳性,而且比简单非线

性 P ID 调节在提高系统的性能上更胜一筹.
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