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一类非线性系统的自适应神经网络控制
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摘　要: 针对一类具有非仿射函数和下三角结构的、受干扰未知的非线性系统,提出一种新的自适应神经网络控制

方法. 它是严格反馈不确定系统和纯反馈系统的更一般化表达. 在Back stepp ing设计思想基础上,证明了闭环信号的

半全局最终一致有界性,并很好地处理了控制方向和控制奇异问题. 通过仿真验证了该方法的有效性.
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Abstract: To a class of unknow n pertu rbed non linear system s an adap tive neural netw o rk con tro l schem e is

p resen ted. T he system s w ith distu rbances and non2affine unknow n functions have low triangu lar structu re that

generalizes bo th strict2feedback uncerta in system s and pure2feedback ones. Based on the idea of back stepp ing, the

Sem i2global un ifo rm ly u lt im ately boundedness of all the signals in the clo sed2loop is p roved. T he p rob lem s of con tro l

direct ions and con tro l singu larity are dealt w ith w ell. T he effectiveness of p ropo sed schem e is show ed by a p roper

non linear system.
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1　引　　言
　　近年来自适应神经网络控制 (ANN C)方法成功

地应用到了一类未知的可反馈线性化的非线性系

统. 特别是当系统为严格反馈类型或纯反馈类型时,

文献 [ 1～ 4 ]提出的Back stepp ing 设计过程可保证

相应的ANN C 控制律,从而使未知系统稳定.

　　目前,一般所指的“下三角结构”的非线性系统

仅限于仿射类型或半非仿射类型. 这类系统至少存

在一个仿射形式的控制变量或虚拟控制变量, 因此

称为半非仿射系统. 但现存文献尚不能处理更一般

形式的下三角结构的非线性系统,如系统

xαi = f i (xθ i+ 1) + d i ( t) , 1≤ i≤ n - 1;

xαn = f n (xθn, u ) + d n ( t).
(1)

其中: f i (õ) 为未知的光滑函数, d i 为未知的有界干

扰, xθ i = [x 1,⋯, x i ]T ∈R 和 u ∈R ( i = 1,⋯, n ) 分

别为状态变量和系统输入.

　　本文针对上述未知受干扰的完全非仿射系统,

提出了一种新的 ANN C 控制策略, 并采用了

N u ssbaum 增益函数[5 ] , 使控制奇异和控制方向问

题得到了很好解决.

2　问题的表达
　　本文采用中值定理处理非仿射问题,非线性对

象由方程 (1) 描述,其中 f i (õ) 可表达为

f i (xθ i, x i+ 1) =

f i (xθ i, 0) +
5f i (xθ i, x i+ 1)

5x i+ 1
û x i+ 1= x Ηi

i+ 1
x i+ 1,

　　　　　1≤ i≤ n - 1;

f n (xθn , u ) = f n (xθn , 0) +
5f n (xθn , u )

5u û u= uΗn u.

(2)

因此方程 (1) 可转化为
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xαi = F i (xθ i, 0) + G i (xθ i, x i+ 1) x i+ 1 + d i ( t) ,

　　　　1≤ i≤ n - 1;

xαn = F n (xθn , 0) + G n (xθn , u ) u + d n ( t).

(3)

其中

F i (xθ i, 0) = f i (xθ i, 0) , 1≤ i≤ n - 1;

F n (xθn , 0) = f n (xθn , 0).
(4)

G i (xθ i, x i+ 1) =
5f (xθ i, x i+ 1)

5x i+ 1
û x i+ 1= x Ηi

i+ 1
,

　　　　1≤ i≤ n - 1;

G n (xθn , u ) =
5f (xθn , u )

5u ûu= uΗi.

(5)

　　首先给出如下假定:

　　假定1　Π z ∈8 ,存在理想的权值向量W 3 ,使

得逼近误差满足 ûΕû ≤ Ε3 ,常数 Ε3 > 0.

　　假定2　存在未知常数d 3 > 0,使得 ûd i ( t) û≤
d 3 , 1≤ i≤ n.

　　假定 3　式 (6) 中G i (õ) ∈R ,存在未知的常数

G 0, Gm > 0,使得Gm ≥ ûG i (õ) û ≥G 0, 1≤ i≤ n.

　　引理 1　若给定任意有界函数 g (õ) ∈ [Ε0, +

gm ) 或 g (õ) ∈ (- gm , - Ε0 ],其中Ε0和 gm 为未知的

任意正常数, Ε0 < gm < + ∞, 则 g (õ)N (Ν) 仍是

N u ssbaum 增益函数.

　　 证明 　1) 假定 g (õ) > 0. 定义 I (M ) =

∫
M

0
g (õ)N (Ν) dΝ,显然 g (õ)N (Ν) 在区间 (4n - 1, 4n

+ 1) 为正,在区间 (4n + 1, 4n + 3) 为负, n为整数.

可以看出

∫
4n+ 1

4n- 1
g (õ)N (Ν) dΝ≥

∫
4n+ 1ö2

4n- 1ö2
g (õ) exp (Ν2) co s ( Π

2
Ν) dΝ≥

2
2

Ε0exp ( (4n -
1
2 )

2

) ,

且

û I (4n - 1) û ≤ û∫
4n- 1

0
g (õ)N (Ν) dΝû ≤

(4n - 1) gm exp ( (4n - 1) 2) ,

于是可得

I (4n + 1) ≥

exp ( (4n - 1) 2) [
2

2
Ε0exp (4n -

3
4 ) -

gm (4n - 1) ],
显然,可得到

I (4n + 1)
4n + 1

→+ ∞, n →+ ∞.

同理

　　　　∫
4n+ 3

4n+ 1
g (õ)N (Ν) dΝ≤

　　　　 -∫
4n+ 5ö2

4n+ 3ö2
g (õ) exp (Ν2) co s ( Π

2
Ν) dΝ≤

　　　　 -
2

2
Ε0exp ( (4n +

3
2 )

2

) ,

故

I (4n + 3) ≤

- exp ( (4n + 1) 2) [
2

2
Ε0exp (4n +

5
4 ) -

gm (4n + 1) ].
显然,可得

I (4n + 3)
4n + 3

→- ∞, n →+ ∞.

　　2) g (õ) < 0的情况,可证得同样的结果.

　　故引理 1得证. □

　　 引理 2　 若给定任意有界函数 C (õ ) ∈

[ - Ε0　Ε0 ] < R ,则N (Ν) + C 仍是N u ssbaum 增益

函数.

　　根据N u ssbaum 函数的定义即可证得,此略.

　　文献[ 4, 6 ] 仅证明了N u ssbaum 函数乘以一个

常数或固定在某一区间的时变系数后仍为

N u ssbaum 类型函数, 本文将上述结论推广为

N u ssbaum 函 数 乘 以 任 意 有 界 函 数 后 仍 为

N u ssbaum 函数.

3　设计过程
　　本文采用RBF 网络逼近连续函数 h (õ) : R p →

R ,即

h
δ(z ) = W

δTS (z ). (6)

其中: z ∈ 8 < R p 为输入向量,Wδ为学习权值. 选取

足够多的神经元节点后,网络可在闭区间 8 < R p 上

逼近任意的光滑函数

h (z ) = W 3 TS (z ) + Ε, Π z ∈ 8. (7)

W 3 为理想的权值向量,可定义为

W 3 Χ arg m in
Wδ∈R n{sup

z∈8
ûh (z ) - W

δTS (z ) û }. (8)

　　通过RBF 网络表达和方程 (7) ,式 (3) 可写为

xαi = W 3 T
i S (xθ i) + Εi (xθ i) + G i (xθ i+ 1) x i+ 1 +

　　d i ( t) , 1≤ i≤ n - 1;

xαn = W 3 T
n S (xθn) + Εn (xθn) +

　　G n (xθn , u ) u + d n ( t).

(9)

其中:W 3 T
i S (õ) 用于逼近F i; Εi (1≤ i≤n) 为相应的

逼近误差, 满足假定 1. 本文中定义Wδ
i 为理想权值

向量W 3
i 的估计向量,有W�

i = Wδ
i - W 3

i ;定义 dθ i =

Ε3 + d 3 , d
-
^

i为 d i 的估计变量,有 d
-
～

i = d
-
^

i - dθ.

　　通过Back stepp ing 设计思路,采用坐标变换

z 1 = x 1,
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　　　　　　　　z 2 = x 2 - Α1,

　　　　　　　　�
　　　　　　　　z n = x n - Αn- 1. (10)

其中 Αi (1≤ i≤ n - 1) 为调节函数,将在设计过程

中给出.

　　Step1　对于方程 (9) 中 i = 1时的子系统,给出

下面的调节公式:

Α1 = N (Ν1) [z 1 + W
δT

1S (x 1) +

　 　d
-
^

1 tanh (z 1öΞ) ],

Ν
õ

1 = z 2
1 + z 1W

δT
1S (x 1) +

　　z 1d
-
^

1 tanh (z 1öΞ) ,

W
õ̂

= - # 1Κ1W
δ

1 + # 1z 1S (x 1)

d
-
^
õ

= - Κ1Ρ1d
-
^

1 + Ρ1z 1 tanh (z 1öΞ).

(11)

其中: d
-
^

1 tanh (z 1öΞ) 用于镇定未知外部干扰 d 1 ( t) 和

建模误差 Ε1; # 1 = # T
1 > 0; Κ1, Ρ1 和 Ξ为正的控制系

数.

　　定义L yapunov函数

V 1 =
1
2

z 2
1 +

1
2
‖W

�
1‖2

# - 1
1 +

1
2

Ρ- 1
1 d

-
～

2
1. (12)

令 z 2 = x 2 - Α1,对式 (12) 取导数,并按不等式

W 3 T
1 W

δ
1 ≤

1
2
‖W 3

1 ‖2 +
1
2
‖W

δ
1‖2,

dθ1d
-
^

1 ≤
1
2

dθ2
1 +

1
2

d
-
^

2
1,

(13)

及正切函数的特点

0≤ ûz 1û - z 1 tanh (z 1öΞ) ≤ 0. 278 5Ξ, (14)

式 (12) 可表达为

V
õ

1 ≤-
3
4

z 2
1 + [G 1 (xθ2)N (Ν1) + 1 ]Ν

õ
1 +

G 2
1 (xθ2) z 2

2 -
Κ1

2
‖Wδ

1‖2 -
Κ1

2
d
-
^

2
1 +

Κ1

2
‖W 3

1 ‖2 +
Κ1

2
dθ2

1 + 0. 278 5Ξdθ1 ≤

- Χ1V 1 + Πα1 ( t) + Θ1. (15)

其中 Χ1, Θ1 和 Πα1 ( t) 定义为

Χ1: = m in{
3
2

,
Κ1

Κm ax (# - 1
1 ) , Ρ1Κ1},

Θ1: =
Κ1

2
‖W 3

1 ‖2 +
Κ1

2
dθ2

1 + 0. 278 5Ξdθ1,

Πα1 ( t) : = [G 1 (xθ2)N (Ν1) + 1 ]Ν
õ

1 + G 2
1 (xθ2) z 2

2.

(16)

对于式 (16) ,首先假定

V 1 ( t) ≤ k 1 + k 2 l ( t) e- Χ1 t, (17)

其中k 1, k 2和 l ( t) 为待定变量. 对式 (17) 两边求导可

得

V
õ

1 ( t) ≤- Χ1V 1 ( t) + Χ1k 1 + k 2 l
õ

( t) e- Χ1 t. (18)

比较式 (15) 和 (18) ,可得到

0≤V 1 ( t) ≤
Θ1

Χ1
+ e- Χ1 t∫Πα1 ( t) eΧ1ΣdΣ. (19)

其中

k 1 =
Θ1

Χ1
, k 2 =

V 1 (0) - k 1

Π(0) , lα( t) =
Πα1 ( t) eΧ1 t

k 2
.

如果 z 2 = 0且∫Πα1 ( t) eΧ1ΣdΣ→- ∞,那么V 1 ( t) < 0,

闭环系统是稳定的, 因为所推导出的结论与事实

V 1 ( t) ≥ 0相矛盾. 这是容易证明的.

　　首先给出

∫Πα1 (Σ) eΧ1ΣdΣ=∫{[G 1 (xθ2)N (Ν1) + 1 ]Ν
õ

1 +

G 2
1 (xθ2) z 2

2}eΧ1ΣdΣ. (20)

　　根据引理 1, G 1 (xθ2)N (Ν1) + 1可看作一个新的

N u ssbaum 函数,记作N ′(Ν1). 因此

1
Ν1∫

Ν1

0
Πα1 ( t) eΧ1ΣdΣ=

1
Ν1∫

Ν1

0
N ′(s) ds +

1
Ν1∫

Ν1

0
G 2

1 (xθ2) z 2
2eΧ1ΣdΣ. (21)

状态变量假定存在于闭区域内,因有G1 (xθ2) ≤Gm ,

方程 (21) 两边同乘以 1öG 2
1 (xθ2) ,得

1
G 2

1Ν1∫
Ν1

0
Πα1 ( t) eΧ1ΣdΣ=

1
Ν1∫

Ν1

0

1
G 2

1
N ′(s) ds +

1
G 2

1Ν1∫
Ν1

0
G 2

1 (x 1, x 2) z 2
2eΧ1ΣdΣ.

(22)

　　根据引理1,如果 z 2收敛为零,方程 (22) 的左端

趋于正无穷和负无穷. 由此可推出只要 z 2 有界, 那

么 z 1 也是有界的.

　　Step i (2 ≤ i ≤ n)　与 Step 1 类似, 为表达方

便,记 x n+ 1 = u ,相应的坐标变换为 z n+ 1 = x n+ 1 - Αn

= 0. 给出如下调节函数:

Αi = N (Νi) [z i + WδT
i S (xθ i) + d

-
^

i tanh (z iöΞ) ],

Ν
õ

i = z 2
i + z iW

δT
i S (xθ i) + z id

-
^

i tanh (z iöΞ) ,

W
õ̂

i = - # iΚiW
δ

i + # iz iS (xθ i) ,

d
-
^
õ

i = - ΚiΡid
-
^

i + Ρiz i tanh (z iöΞ).

(23)

对方程 (11) 中的 z i 求导,得

zαi = xαi - Ααi- 1 =

F (xθ i, 0) + G (xθ i+ 1) x i+ 1 + d i ( t) - Ααi- 1. (24)

从式 (23) 可以看到

Ααi = Αi (xθ i- 1,W{ i- 1,D{ i- 1).

导数 Ααi- 1 为向量变量 (xθ i,W{ i- 1,D{ i- 1) 的函数. 其中

　　　　　　W{ i- 1 = [WδT
1 ,WδT

2 ,⋯,WδT
i- 1 ]T ,
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　　　　　　D{ i- 1 = [d
-
^

1, d
-
^

2,⋯, d
-
^

i- 1 ]T.

　　文献 [ 1 ] 推导出了 Ααi- 1 的所有项, 但本文简单

地将 Ααi- 1 看作状态向量 xθ i 的函数,这样大大地减少

了神经元节点的数量及计算的复杂性, 而且避免了

分析难度, 其效果在仿真中得到了证实. 因此方程

(24) 可重新表达为

zαi = F′(xθ i) + G (xθ i+ 1) x i+ 1 + d i ( t) , (25)

其中 F′(xθ i) = F (xθ i, 0) - Ααi- 1 为一个未知函数,由

RBF 网络逼近,网络的输入向量为 xθ i.

　　考虑如下的L yapunov函数:

V i =
1
2

z 2
i +

1
2
‖W

�
i‖2

# - 1
i

+
1
2

Ρ- 1
i d

-
～

2
i. (26)

类似于 Step 1,可得

0≤V i ( t) ≤
Θi

Χi
+ e- Χi t∫Παi ( t) eΧiΣdΣ. (27)

其中

Χi: = m in{
3
2

,
Κi

Κm ax (# - 1
i ) , ΡiΚi},

Θi: =
Κi

2
‖W 3

i ‖2 +
Κi

2
dθ2

i + 0. 278 5Ξdθ i.

Παi ( t) : = [G i (xθ i+ 1)N (Νi) + 1 ]Ν
õ

i +

　　　　G 2
i (xθ i+ 1) z 2

i+ 1. (28)

利用引理 1可得, Νi ( t) ,V i ( t) 及 z i ( t) ,Wδ
i ( t) 和 d

-
^

i ( t)

是最 终 有 界 的. 由 z n+ 1 = u - Αn = 0 和

∫
t

0
G 2

n (xθn+ 1) z 2
n+ 1eΧnΣdΣ= 0可得如下闭环系统的稳定

性定理.

　　定理 1　对于非线性系统 (1) ,如果满足假定 1

～ 假定 3,那么由式 (11) 和 (23) 给出的调节律所产

生的闭环系统,其所有信号是半全局一致有界的.

　　由上述 Step 1～ Step i可证得定理 1.

4　实例仿真
　　采用如下的非线性对象进行仿真测试:

xα1 =
1 - e- x 1

1 + e- x 1
+ x 3

2 + x 2e- 1- x 2
1 +

　　0. 5sin t,

xα2 = x 2
1 + 0. 15u 3 + 0. 1 (1 + x 2

2) u +

　　sin (0. 1u ) + 0. 2sin t.

(29)

　　现采用 10个RBF 神经元节点逼近每个非线性

函数,即W 3 T
1 S (x 1) 包含有10个节点,其中心分布于

[ - 5　5 ] 上, 宽度为 1;W 3 T
2 S (x 1, x 2) 也包含有 10

个节点,中心位于[ - 5　5 ]× [ - 5　5 ]上,宽度等

于 1. 状态变量的初值为 x (0) = [ 2, 1 ], 控制参数

# 1 = # 2 = 1 , Ρ1 = Ρ2 = 1 , Κ1 = Κ2 = 0. 仿真结果如

图 1　x1 和 x2的仿真曲线

图 2　u 的控制曲线

图 1和图 2所示.

5　结　　论
　　针对一类具有下三角结构的受扰非线性系统,

提出一种基于RBF 网络的控制方案. 与以往文献相

比,本文采用更简单的方法推导出控制律并证明了

闭环信号是半全局最终一致有界的. 由于采用了

N u ssbaum 增益函数, 控制奇异和控制方向问题得

到了解决,并通过仿真方法验证了其有效性. 但采用

N u ssbaum 函数会损害系统的暂态性能, 这将是进

一步要做的工作.
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