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旋转曲面变换 PSO 算法解非线性最优控制问题
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摘　要: 针对利用粒子群优化算法进行多极值点函数优化时,存在陷入局部极小点和搜寻效率低的问题. 提出旋转

曲面变换方法,将被优化函数映射到一个同胚曲面上. 它将当前局部极小点变换为全局最大点,并保持被优化函数值

在当前局部极小点以下部分的形状不变,从而克服陷入局部极小点的问题. 最后将其用于解一个非线性系统的最优

控制问题,实验结果证明了该方法的可行性和有效性.
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Abstract: Part icle sw arm op tim ization (PSO ) algo rithm is easy to be trapped in to local m in im a in op tim izing

m ult imodal function. Ro tate surface transfo rm ation (R ST ) m ethod is p ropo sed to overcom e the defect. R ST m ethod

transfo rm s local m in im um to global m axim um and keep s the values of the op tim ized function unchanged under the

local m in im um. A nonlinear op tim al con tro l p rob lem regarding ferry sh ip is emp loyed fo r exam ing the validity of the

p ropo sed m ethod. Experim ental resu lts show that the m ethod is effective.
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1　引　　言
　　粒子群优化 (PSO )算法是近年来出现的一种全

局优化算法. Kennedy 和 Eberhart [1, 2 ]从动物群体的

觅食行为受到启示,发现当整个群体在搜寻某个目

标时,对于其中的某个个体,它通常参照群体中目前

处于最优位置的个体和自身曾经达到的最优位置调

整下一步的搜寻,从而设计了粒子群优化算法.

　　PSO 是一种随机、并行的优化算法. 它不要求

被优化函数具有可微、可导、连续等性质,算法简单.

但对于有多个局部极值点的函数,容易陷入到局部

极值点中,对此本文提出了旋转曲面变换方法,将当

前局部极小点变换为全局最大点,并保持被优化函

数值在当前局部极小点以下部分的形状不变.

2　基本 PSO 算法
　　基本 PSO 算法迭代公式如下:

　　　 v id ( t + 1) =

　　　 v id ( t) + c1<1 (p id ( t) - x id ( t) ) +

　　　 c2<2 (p gd ( t) - x id ( t) ) , (1)

　　　 x id ( t + 1) = x id ( t) + v id ( t + 1). (2)

其中: i和 d 分别为粒子和维数的序号, v和 x 分别为

每个粒子的速度和位置, t为迭代计算的步数, c1 和

c2为系统的控制参数, <1和<2均为 (0, 1) 区间上的随

机数, p id为粒子 i到目前得到的最好优化结果的位
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置, p gd 为到目前整个粒子群体得到的最好优化结果

所对应粒子的位置.

3　基于旋转曲面变换的粒子群优化算法
3. 1　旋转曲面变换

　　本文方法的基本原理是: 监测每个粒子对应的

当前被优化函数值,当粒子陷入局部极值点时,利用

一个变换改变局部极小值邻近的函数形状, 使得变

换后的函数相对于原函数更容易优化, 同时又避免

陷入局部极值点,从而改善基本 PSO 算法的效果.

　　 在寻找被优化函数 f (x ) 的全局极小时, 每当

粒子达到某个极小点 f (x 1) , 可假设它为一个局部

极小点. 为跳出该点且不改变原函数的全局极值点,

变换应满足如下条件:

　　1) 此变换必须使所有的粒子迅速离开 f (x ) ≥

f (x 1) 的区域;

　　2) 此变换必须使所有 f (x ) < f (x 1) 的区域函

数值不变.

　　符合上述要求的变换有多种. 为了使该变换尽

可能简单,以减少计算时间,本文采用一种旋转曲面

变换, (即 h 变换) , 并采用基于此变换的 hPSO 方

法. 这个变换将原局部极小点 x1 设为一个旋转曲面

g (x ) 的顶点,将原函数中大于 f (x 1) 的点映射到旋

转曲面上,并保持所有小于 f (x 1) 点的函数值不变.

其变换式为

g (x ) =

f (x 1) + (sign (f (x ) - f (x 1) ) + 1)H (m 1,m 2,

- ‖x - x 1‖) + (f (x ) - f (x 1) ) (sign (f (x ) -

f (x 1) ) - 1) ö- 2, f (x ) ≠ f (x 1) ; (3)

g 1 (x ) = lim
x→x+

1

g (x ) =

f (x 1) + 2H (m 1,m 2, 0) , f (x ) = f (x 1). (4)

其中H 表示一个旋转曲面函数,它可以是任意一个

平面曲线绕一轴线旋转而成,例如H 可取锥面

H (x ) = d (x 1,m 1) - k (x 1,m 2)‖x - x 1‖.

其中: d (x 1,m 1) 和k (x 1,m 2) 表示由x 1,m 1和m 2决定

的两个正值常数; m 1 和m 2 为参数值,用于确定此旋

转曲面距 f (x 1) 的高度及其张角;‖x - x 1‖表示向

量 x - x 1的模,即x到x 1的欧氏距离; sign为符号函

数,即

sign (x ) =

1, x > 0;

0, x = 0;

- 1, x < 0.

(5)

　　 旋转曲面变换方法与 TA 在 (T unneling

A lgo rithm ) 原理上有相似之处. 当寻找全局最小点

时,如果出现陷入局部极值问题,二者均通过对被优

化函数施行某种变换, 使局部极值点完全消失或减

弱. 但两种方法的变换形式和实施原则不同,本文方

法仅对被优化函数大于局部极小点的部分进行变

换, TA 则整个函数进行变换.

3. 2　参数m 1 和m 2 的确定

　　为了使变换满足上述要求,变换后的旋转曲面

必须能够覆盖整个搜索空间, 因此高度和张角要满

足一定的要求. 以锥面为例,m 1 表示锥面顶点到 x1

点的距离, a 为锥面的半顶角,锥体底面半径 R 为搜

索区域中相距最远两点间的长度. 令m 2 = co s a ,

m 1m in = R ctg a ,则

m 1 m in = Rm 2ö 1 - m 2
2. (6)

其中m 2表示旋转曲面的倾斜程度,可根据具体问题

适当选择. m 2一旦确定, 则m 1不得小于由式 (6)确

定的m 1m in 值.

3. 3　粒子到达边界的处理

　　在实行变换后,除了原来小于 f (x 1) 的区域可

能陷入局部极小外, 还有可能陷入局部极小点的是

搜寻区域的边界附近,因为那里的梯度很小. 为了避

免出现这种情况, 当粒子超过边界或正好到达边界

时,启动一个随机的调整步骤, 使之返回到搜索区

域. 令

x = h1 + rand (h2 - h 1).

其中: rand为 (0, 1) 之间的随机数, h 2和 h1为搜寻区

域的上界和下界.

3. 4　hPSO 的收敛性分析

　　文献 [ 3 ] 证明了当式 (1) 和 (2) 的系数满足一

定条件时,算法将收敛到局部极小点. 假如函数在所

搜寻的范围内只有一个极小点,则必定全局收敛. 对

于在搜寻范围内只有有限个局部极值点的函数, 通

过不断进行 h 变换,最后只得到一个最小的极值点,

即为全局最小点.

4　轮船渡河的最优控制问题
　　设有一条船横渡强水流的河,河两岸的距离为

h , 船相对于水流的速度为常数 v 0. 以船出发点为原

点建立直角坐标系, x 和 y 分别表示船在水平和垂

直方向的位移,M 表示船的航向与x 方向的夹角, x ,

y 和M 均为时间 t的函数. 设水流在水平和垂直方向

上的流速分别为Λ(x , y ) 和Ξ(x , y ) , Λ和Ξ均为某种
形式的函数. 驾驶员希望以最短的航程到达河对岸,

因此需要寻找一种优化的驾驶方法, 即找出优化的

航向角M 随时间变化的函数M ( t).

　　该控制系统的方程为

　　　　xα( t) = v 0 co s M + Λ(x , y ) , (7)

　　　　yα( t) = v 0 sin M + Ξ(x , y ). (8)

其中: x , y 为状态变量,M 为控制变量. 本文取
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　　Λ(x , y ) =

　　a1exp (a2x - a3 (y - (hö2) ) 2) , (9)

　　Ξ(x , y ) = sign (y - (hö2) ) a 4exp (a5x -

　　　　　　　a6 (y - (hö2) ) 2) , (10)

其中 a1～ a6 为参数.

　　为达到使总航程最短的目的,根据曲线长度的

积分公式,必须使如下指标最小:

J [M ( t) ] =∫
tf

t0

(xα2 + yα2) 1ö2d t. (11)

其中: t0 为起始时间, tf 为到达对岸的时间.

　　将式 (7) 和式 (8) 代入式 (11) 得

J (M ( t) ) =∫
tf

t0

(v 2
0 + 2v 0 (Λ co s M +

Ξ sin M ) + Λ2 + Ξ2) 1ö2d t. (12)

此外,根据问题的实际意义,初始时刻和末端时刻应

分别满足如下约束:

x ( t0) = x 0, y ( t0) = y 0, (13)

y ( tf ) = h. (14)

其中 x 0和 y 0为初始时刻的位置. 整个问题的完整描

述如下:

　　 受控系统 (7) 和 (8) 在满足始态和终态约束

(13) 和 (14) 的条件下,求控制函数M ( t) , 使得关于

M ( t) 的泛函指标J [M ( t) ]最小. 因为系统是非线性

的,如果采用通常的变分方法,则必须要解非线性的

偏微分方程, 计算量很大[4, 5 ]. 本文考虑利用 hPSO

方法得到数值解.

5　用 hPSO 方法解非线性最优控制问题
　　为了采用 hPSO 方法求解上述问题,需要将目

标泛函离散化,从而使其转化为普通的多元函数,即

　J (M ( t) ) = ∑
tf

t= t0

(v 2
0 + 2v 0 (Λ co s M ( t) +

　　　　　　Ξ sin M ( t) ) + Λ2 + Ξ2) 1ö2∃ t. (15)

　　计算 J (M ) 时,事先不能确定式 (15) 右端的结

束时间 tf ,若用 t作自变量不便于计算. 故将河岸之

间的距离 h均分成 n段, i表示第 i次调整航向,M 和

对应的相邻两次调整之间的时间差 ∃ t 均为 i 的函

数,分别用M ( i) 和 ∃ t ( i) 表示. 利用欧拉法将式 (7)

和式 (8) 离散化得到

∃y = (v 0 sin M ( i) + Ξ(x ( i) , y ( i) ) ) ∃ t ( i) ,

(16)

x ( i + 1) = x ( i) + (v 0 co s M ( i) +

　　　　　Λ(x ( i) , y ( i) ) ) ∃ t ( i) , (17)

y ( i + 1) = y ( i) + ∃y = y ( i) + hön. (18)

因此

J (M ( t) ) = ∑
n

i= 1

(v 2
0 + 2v 0 (Λ co s M ( i) +

　　　　　Ξ sin M ( i) ) + Λ2 + Ξ2) 1ö2∃ t ( i). (19)

　　J (M ) 的计算步骤如下:

　　1) 在给出初始位置 x 0, y 0 和其他参数后, 根据

式 (16) 计算 ∃ t ( i) ;

　　2) 将 ∃ t ( i) 代入式 (17) 计算 x ( i + 1) ;

　　3) 根据式 (18) 计算 y ( i + 1) ;

　　4) 将 x ( i + 1) 和 y ( i + 1) 代入式 (16) 计算

∃ t ( i + 1) , 依次递推, 直至得到所有的 x ( i) , y ( i) ,

∃ t ( i) , i = 1, 2,⋯, n , 将它们代入式 (19) 相加即得

J (M ) ;

　　5) 利用 hPSO 方法对该函数进行优化,即可得

到问题的离散数值解M ( i) , i = 1, 2,⋯, n.

6　仿真计算实验
　　从实际情况考虑,必须保持船在 y 方向上的合

速度 yα> 0,否则船不可能到达对岸. 根据式 (8) 可

知M 存在如下约束: sin M > - (Ξöv 0). 根据问题的

实际意义,将M 的搜寻区间限制在[ 0, Π],则有

Π- arc (sin (- Ξöv 0) ) > M >

arc (sin (- Ξöv 0). (20)

此外,还必须满足

- 1 < Ξöv 0 < 0. (21)

　　如果所有M ( i) 满足式 (20) 和式 (21) ,而且满

足 xα= 0,则船所走的航线必然是一条直线,即为最

短距离的航线. 与其相对应的情况是:船在垂直于河

岸方向的合速度始终大于零, 而与河岸平行的方向

合速度始终等于零. 下面的仿真模拟仅考虑除此以

外的其他情况,实验参数设置和初始值满足式 (21) ,

搜寻范围M ( i) ( i = 1, 2,⋯, n ) 满足式 (20) ,具体如

表 1所示.

表 1　参数设置

a1 a2 a3 a4 a5 a6 n h v0 x 0 y 0

2 200 1. 2 1 2 000 1 1 000 100 1. 5 200 0

　　因为 hPSO 本质上是一种随机方法,所以分别

用基本 PSO 和 hPSO 进行 100 次实验. k (k = 1～

100) 为实验次数; s (s = 1～ 1 000) 为每次实验迭代

步数; z , e, j 分别表示基本 PSO 和 hPSO 仿真计算

100 次得到的平均全局最小值、方差、平均 CPU 时

间,结果如图 1和图 2及表 2所示. 其中

g (s) =
1

100∑
100

k= 1
J (M (s) )

表示 100次实验平均的 J 对 s的函数.

表 2　仿真计算结果

基本 PSO

z 1 e1 j 1ös

hPSO

z 2 e2 j 2ös

132. 4 2. 56 14 105. 3 2. 33 16
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7　结　　论

图 1　采用 PSO 优化的 g (s)曲线

图 2　采用 hPSO 优化的 g (s)曲线

　　从图 1、图 2和表 1、表 2的结果可以看出,在方

差和平均计算时间基本相同的前提下, hPSO方法

比 PSO 方法得到的平均全局值小,在优化 J (M (s) )

时比 PSO 下降快, PSO 迭代 750 次后基本保持稳

定. 由此可见,通过 h 变换在很大程度上克服了陷入

局部极小点的问题,提高了 PSO 方法对于多极值点

函数的全局优化效率. 该方法可推广到其他非线性

系统最优控制问题的求解,为解决非线性系统最优

控制问题提供了一种有效途径.
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