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带有持续扰动非线性系统的前馈- 反馈最优控制
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摘　要: 研究具有外界持续扰动作用下非线性系统的最优控制问题,提出了一种设计前馈—反馈最优控制器的逐次

逼近算法. 利用该算法可将在扰动作用下的非线性系统的最优控制问题转化为求解线性非齐次两点边值序列的问

题. 得到的最优控制律由解析的线性前馈- 反馈项和伴随向量序列极限形式的非线性补偿项组成. 通过截取非线性

补偿序列的有限项,可得到前馈—反馈次优控制律. 仿真结果表明,该方法抑制外部持续扰动的鲁棒性优于经典反馈

最优控制.
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Abstract: T he op tim al con tro l p rob lem is considered fo r non linear system s affected by ex ternal persisten t

distu rbances. A successive app rox im ation algo rithm of design ing feedfo rw ard and feedback op tim al con tro llers is

developed. By using the successive app rox im ation app roach, the o riginal op tim al con tro l p rob lem is transfo rm ed in to

a sequence of nonhomogeneous linear tw o2po in t boundary value (T PBV ) p rob lem s. T he ob tained op tim al con tro l

law consists of analytical linear feedfo rw ard and feedback term s and a non linear compensation term w h ich is the lim it

of the adjo in t vecto r sequence. By using the fin ite2step itera t ion of non linear compensation sequence, a feedfo rw ard

and feedback subop tim al con tro l law is ob tained. Sim ulations show the resu lt is mo re robust w ith respect to ex ternal

persisten t distu rbances than the classical feedback op tim al con tro l.
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1　引　　言
　　控制系统普遍具有非线性特性,且通常会受到

外部扰动的影响. 在带有扰动的系统最优控制中,正

弦扰动和周期扰动[1～ 3 ]系统的减振最优控制受到了

人们的关注. 实际上,控制系统的性能往往受到各种

复杂外在扰动的影响,如:海洋平台振动的实时控制

系统中,海洋结构物承受风力或海浪力的扰动[4 ]; 飞

机飞行姿态控制系统中, 机翼承受风剪应力的扰

动[5 ]等. 因此,研究一般意义的外部扰动作用下的系

统最优控制问题,具有重要的理论及应用价值.

　　一般非线性系统最优控制问题的解析解不存

在,所以其近似解法受到人们的重视. 在非线性系统

最优控制问题的近似解方面,具有代表性的方法包

括 Galerk in 逐次逼近法[6 ] 和级数展开法[7～ 9 ].

Galerk in逐次逼近法利用迭代过程寻求非线性

H am iton2Jacob i2Bellm an (HJB )方程的逼近解序列.

　　收稿日期: 2004206214; 修回日期: 2004209214.

　　基金项目: 国家自然科学基金项目 (60074001) ; 山东省自然科学基金项目 (Y2000G02).

　　作者简介: 唐功友 (1953—) ,男,山东烟台人,教授,博士生导师,从事非线性系统、时滞系统等研究; 高德欣 (1978—) ,

男,山东烟台人,博士生,从事非线性控制理论与应用、计算机控制的研究.



级数展开法直接利用级数展开或引进灵敏度参数将

系统变量在其原点邻域内展开级数,由此寻求HJB

方程或非线性两点边值问题 (T PBV )的级数近似

解. 这些方法都是针对最优控制的初值问题寻求非

线性系统最优控制的近似算法,而未考虑外部扰动

对系统的影响.

　　本文针对含有已知动态特性的外部扰动的非线

性系统,提出一种最优控制的逐次逼近算法. 首先,

给出带有外部持续扰动的非线性系统模型,并对最

优控制问题进行描述;其次,构造其解收敛于原系统

的系统序列,将系统的最优控制问题转化为由精确

线性项和非线性补偿项组成的两点边值问题族,并

得到前馈- 反馈最优控制律的逐次逼近算法;最后,

通过截取最优控制序列解的有限项,得到系统的前

馈- 反馈次优控制律及其设计算法.

2　问题描述
　　考虑下列带有持续扰动的非线性系统:

xα( t) = A x ( t) + B u ( t) + f (x ) + D w ( t) ,

　　　　　　　t0 < t≤ tf ;

x ( t0) = x 0. (1)

其中: x ∈R n 为状态向量; u ∈R r为控制向量; w ∈

R m 为外部干扰向量; A ,B 和D 为适当维数的常量矩

阵; (A ,B ) 为完全能控的. 假设 f (x ) 满足下列条

件:

‖f (x )‖≤ Α‖x‖,

‖f (x ) - f (x
δ)‖≤ Β‖x - x

δ‖,

Π x , x
δ∈R n. (2)

其中 Α和 Β为正常数. 假设外部干扰w 的动态特性

可描述为下列外系统:

wα( t) = Gw ( t) , t > t0. (3)

其中: w ∈R m , G为已知适当维数的常量矩阵. 假设:

　　1) 矩阵G 的所有特征值满足

R e[Κi (G ) ] ≤ 0, i = 1, 2,⋯,m ; (4)

且G 的最小多项式在虚轴上的根为单根;

　　2) 外系统 (3) 的初始条件是未知的.

　　注 1　由外系统 (3) 描述的外部扰动是持续扰

动的一般形式. 例如:当矩阵G的特征值为共轭纯虚

根时,外系统 (3) 表示一类已知振荡频率,但未知幅

值和初相角的正弦扰动; 当G 的特征值全为互异单

位特征根时,外系统 (3) 表示的扰动为周期扰动. 选

择不同的 G , 外系统 (3) 可描述各种不同的持续扰

动. 所以说,具有形如外系统 (3) 的外部扰动是正弦

扰动、周期扰动及各类持续扰动的推广.

　　选取如下形式的二次型平均性能指标:

　　J =
1
2 [x T ( tf )Q f x ( tf ) +

　　　∫
tf

0
[x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ]d t ]. (5)

其中: Q ,Q f ∈R n×n为半正定对称矩阵, R ∈R r×r为

正定对称矩阵. 目的是寻找最优控制 u3 ( t) 使 J 在

约束 (1) 下取最小值.

　　根据极大值原理,系统 (1) 关于式 (5) 的最优控

制律为

u ( t) = - R - 1B T Κ( t). (6)

其中 Κ( t) 为下面非齐次两点边值问题的解:

- Κ
õ

( t) = Q x ( t) + A T Κ( t) + f T
x (x ) Κ( t) ,

xα( t) = A x ( t) - S Κ( t) + f (x ) + D w ( t) ,

　　　　　t0 < t < tf ;

x ( t0) = x 0, Κ( tf ) = Q f x ( tf ). (7)

其中: S = B R - 1B T , f T
x (x ) = 5f T (x ) ö5x. 因为求非

齐次两点边值问题 (7) 的解析解非常困难, 所以本

文采用逐次逼近法求解该问题. 下面首先给出两个

引理.

3　预备引理
　　对于系统 (1) ,若选择有限时域的前馈- 反馈

控制律

u ( t) = - K ( t) x ( t) + g (x ,w , t) ,

t0 < t≤ tf. (8)

其中: g ∈C 1 [ t0, tf ]: (R n ×R m ) → R n , K ( t) 为适当

维数的有界时变矩阵, 则式 (1) 的闭环系统可描述

为

xα( t) = Aϖ ( t) x ( t) + f (x ,w , t) , t0 < t≤ tf ;

x ( t0) = x 0. (9)

其中: Aϖ ( t) = A - B K ( t) , f (x ,w , t) = B g (x ,w , t)

+ D w ( t) 满足L ip sch itz条件, f (0, 0, t) ≡0. 定义向

量函数序列{x
(k ) ( t) }为

x
(0) ( t) = 5 ( t, t0) x 0, t≥ t0;

x
(k ) ( t) = 5 ( t, t0) x 0 +

　　　　∫
t

0
[5 ( t, r) f (x k - 1 (r) ,w (r) , r) ]d r,

　　　　　　　　t0 < t≤ tf ;

x
(k ) ( t0) = x 0; k = 1, 2,⋯. (10)

其中 5 为系统 (9) 对应于矩阵Aϖ ( t) 的状态转移矩

阵.

　　引理 1　函数向量序列 (10) 一致收敛于系统

(9) 的解.

　　 证明 　 将{x
(k) ( t) } 看作 CN [ t0, tf ] 的一个序

列,由序列 (10) 得

　　　　　x
(1) ( t) - x

(0) ( t) =

　　　　　∫
t

0
5 ( t, r) f (x

(0) (r) ,w (r) , r) d r,

t0 ≤ t≤ tf. (11)
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令

sup
t0≤t≤tf

‖5 ( t, t0)‖ = M ,‖x 0‖ = Χ,

sup
t0≤t≤tf

‖f (x ,w , t)‖≤ Α‖x‖,

sup
t0≤t≤tf

‖f (x ,w , t) - f (x
δ,w , t)‖≤ Β‖x - x

δ‖.

为了方便, 选择矩阵范数, 使得 ‖5 ( t0, t0)‖ =

‖I‖ = 1. 从而保证了M ≥ 1. 由式 (11) 得

‖x
(1) ( t) - x

(0) ( t)‖≤

M Α∫
t

0
‖x 0‖d r≤M 2ΑΧ( t - t0). (12)

又由式 (10) 得

x
(2) ( t) - x

(1) ( t) =

∫
t

0
5 ( t, r) [ f (x

(1) (r) ,w (r) , r) -

f (x
(0) (r) ,w (r) , r) ]d r. (13)

从而有

‖x 2 ( t) - x
(1) ( t)‖≤

M∫
t

0
‖f (x

(1) ,w , r) - f (x
(0) ,w , r)‖d r≤

ΒM∫
t

0
‖x

(1) (r) - x
(0) (r)‖d r≤

M 3ΑΒΧ
( t - t0) 2

2. . (14)

归纳可得

‖x
(k ) ( t) - x

(k- 1) ( t)‖≤

M k+ 1ΑΒk- 1Χ
( t - t0) k

k . . (15)

由三角不等式知,对任意的 j 和 k 有

‖x
(k- j ) ( t) - x

(k) ( t)‖≤

∑
k+ j

i= k+ 1
M i+ 1ΑΒi- 1Χ

( t - t0) i

i. ≤

M k+ 2ΑΒk Χ( t - t0) k+ 1

(k + 1) . exp (M Β( t - t0) ). (16)

因式 (16) 满足

lim
k→∞
‖x

(k - j ) ( t) - x
(k) ( t)‖ = 0, Π j > 0, (17)

所以{x
(k) ( t) } 是 CN [ t0, tf ] 中的 Cauchy 序列, 且该

序列为一致收敛. 因 j 是任意的,故该序列的极限是

系统 (9) 的解. □

　　 引理 2[10 ]　 设 A 1 ∈ R n×n ,B 1 ∈ R m×m , C 1 ∈

R n×m , X ∈R n×m ,则矩阵方程

A 1X + X B 1 = - C 1 (18)

的解X 存在且唯一的充要条件是

Κi (A 1) + Κj (B 1) ≠ 0,

i = 1, 2,⋯, n , j = 1, 2,⋯,m . (19)

其中 Κi (õ) 为矩阵的特征值.

4　有限时域最优控制律设计
　　为了利用逐次逼近法求解两点边值问题 (7) ,

令

Κ( t) = P ( t) x ( t) + Pϖ ( t)w ( t) + g ( t). (20)

其中 P ( t) 是R icat t i矩阵方程

- Pα( t) = P ( t)A + A T P ( t) -

　　　　P ( t)S P ( t) + Q ,

P ( tf ) = Q f (21)

的唯一半正定解; Pϖ ( t) 是矩阵微分方程

- P
-
õ

( t) = [A - S P ( t) ]T Pϖ ( t) +

　　　　　Pϖ ( t)G + P ( t)D ,

Pϖ ( tf ) = 0 (22)

的唯一解; g ( t) ∈ R n 为待求的共态向量. 将式 (20)

～ (22) 代入 (7) ,可得

gα( t) = [P ( t)S - A T - f T
x (x ) ]g ( t) -

　　 　P ( t) f (x ) - f T
x (x ) P ( t) [x ( t) +

　　 　w ( t) ], (23a)

xα( t) = [A - S P ( t) ]x ( t) + [D -

　　　S Pϖ ( t) ]w ( t) - S g ( t) + f (x ). (23b)

边界条件为

g ( tf ) = 0, x ( t0) = x 0. (23c)

最优控制律为

u 3 ( t) = - R - 1B T [P ( t) x ( t) +

Pϖ ( t)w ( t) + g ( t) ]. (24)

为求解式 (23) 和 (24) , 构造如下共态向量族

{g
(k ) ( t) }:

g
(0) ( t) ≡ 0,

gα(k) ( t) =

[P ( t)S - A T - Y
(k- 1) ]g

(k) ( t) -

P ( t) f (x
(k- 1) ) - Y

(k- 1)
P ( t) x

(k- 1) ( t) -

Y
(k - 1)

P ( t)w ( t) ,

g
(k) ( tf ) = 0, k = 1, 2,⋯; (25)

状态向量族{x
(k ) ( t) }

x
(0) ( t) ≡ 0,

xα(k) ( t) =

[A - S P ( t) ]x
(k) ( t) + [D -

S Pϖ ( t) ]w ( t) - S g
(k) ( t) + f (x

(k- 1) ) ,

x
(k) ( t0) = x 0, k = 1, 2,⋯. (26)

其中 Y
(k ) = 5f T (x

(k ) ) ö5x
(k) , 其相应最优控制序列

{u
(k) ( t) }为

u
(k) ( t) =

- R - 1B T [P ( t) x
(k) ( t) + Pϖ ( t)w ( t) +

g
(k) ( t) ], k = 1, 2,⋯. (27)

　　对于第 k 次的最优控制问题,记最优状态轨线

和最优控制律分别为 x
(k ) ( t) 和 u

(k ) ( t) ,并给出下面

定理.

　　定理 1　设{x
(k) ( t) }和{u

(k) ( t) }分别为式 (26)
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和 (27) 的解序列,则{x
(k) ( t) } 和{u

(k) ( t) } 分别一致

收敛到系统 (1) 关于性能指标 (5) 的最优状态轨线

x 3 ( t) 和最优控制律 u3 ( t).

　　 证明 　 由假设 (4) 知 w ( t) 有界, 在序列

{x
(k ) ( t) }和{u

(k ) ( t) }中可认为w ( t) 是常量. 根据引

理1,共态向量族{g
(k ) ( t) }和状态向量族{x

(k) ( t) }分

别一致收敛到式 (26) 和 (27) ,即

lim
k→∞

g
(k ) ( t) = g ( t) , lim

k→∞
x

(k ) ( t) = x ( t). (28)

由式 (27) 知,控制序列{u
(k) ( t) } 仅关联{x

(k) ( t) } 和

{g
(k ) ( t) }, 因此, {u

(k ) ( t) } 一致收敛到最优控制律

u3 ( t) ,即

u3 ( t) = - R - 1B T lim
k→∞

[P ( t) x
(k ) ( t) +

Pϖ ( t)w ( t) + g
(k) ( t) ] =

- R - 1B T [P ( t) x ( t) +

Pϖ ( t)w ( t) + lim
k→∞

g
(k) ( t) ]. (29)

由此,定理 1得证. □

　　注 2　注意到式 (25) 中, P ( t) , x
(k - 1) , f (x

(k- 1) )

和 Y
(k- 1) 都是已知函数,所以方程 (25) 是一个非齐

次线性向量微分方程,通过反向积分可解出 g
(k) ( t) ,

从而得到第 k 次逼近的最优控制. 事实上,当 k →∞

时,该问题的解是无法求得的. 在实际应用中可取 k

= N , 即将第N 次的结果近似为该问题的解, 从而

得到N 阶前馈 - 反馈次优控制律

uN ( t) = - R - 1B T [P ( t) x ( t) +

Pϖ ( t)w ( t) + g
(N ) ( t) ]. (30)

　　注 3　在实际的次优控制器设计中,只需解一

次方程 (21)和方程 (22). 因此在次优控制律 ( 30)

中, 线性最优控制部分的计算是精确的, 只有

g
(N ) ( t) 是近似的,用于补偿系统中非线性部分.

5　无限时域最优控制律设计
　　 对于系统 (1) 的最优控制问题, 也可以类似讨

论无限时域的情形 (N →∞). 当矩阵G 至少有一个

特征值在虚轴上时,持续外部扰动w 将趋向于等幅

振荡, 其状态向量x和控制向量u至少有一个不趋

于零. 如果选择通常的无限时域二次型性能指标,其

性能指标函数是不收敛的. 因此,可选取下列二次型

平均性能指标:

J = lim
T→∞

1
T∫

T

0
(x TQ x + uTR u ) d t. (31)

而对于外系统 (3) 为渐近稳定的情况, 可选取常规

的无限时域二次型性能指标

J =∫
∞

0
(x TQ x + uTR u ) d t. (32)

当性能指标为式 (31) 和 (32) 时,其最优控制的推导

过程和形式是一样的.

　　在 (A ,B ) 能控和 (A ,Q 1ö2) 能观测的假设条件

下 ,前馈- 反馈最优控制律和相应的次优控制律分

别为

u3 ( t) = - R - 1B T [P x ( t) + Pϖw ( t) + g
(∞) ( t) ],

(33)

uN ( t) = - R - 1B T [P x ( t) + Pϖw ( t) + g
(N ) ( t) ].

(34)

其中 P 为R iccat i矩阵方程

A TP + PA - PS P + Q = 0 (35)

的唯一正定解; Pϖ为矩阵方程
(A - S P ) TPϖ + PϖG = - PD (36)

的唯一解. 根据引理 2, 方程 (36) 的解存在且唯一.

g
(k ) ( t) 由下式决定:

g
(0) ( t) ≡ 0,

gα(k ) ( t) = (PS - A T - Y
(k - 1) ) g

(k ) ( t) -

　　　　P f (x
(k- 1) ) - Y

(k- 1)
P x

(k- 1) ( t) -

　 　　　Y
(k- 1)

Pw ( t) ,

g
(k ) (∞) = 0, k = 1, 2,⋯. (37)

x
(k ) ( t) 满足

x
(0) ( t) ≡ 0,

xα(k ) ( t) = (A - S P ) x
(k) ( t) + (D -

　　　　S Pϖ)w ( t) - S g
(k ) ( t) + f (x

(k- 1) ) ,

x
(k ) ( t0) = x 0, k = 1, 2,⋯. (38)

　　注 4　在次优控制器的实际设计中,次优控制

律 (34) 的计算过程和N 的确定方法与次优控制律

(30) 的算法类似.

　　前馈 - 反馈最优控制律算法总结如下:

　　Step 1: 由方程 (21) 和 (22) 分别求得 P ( t) 和

Pϖ ( t) ; 令 x
(0) ( t) = g

(0) ( t) = 0, J 0 = 0, k = 1;并给定

Ε> 0.

　　Step 2: 由式 (25) 计算 g
(k) ( t).

　　Step 3: 令N = k ,由式 (30) 计算 uN ( t).

　　Step 4: 由式 (5) 计算 J N.

　　Step 5: 若 û (J N - 1 - J N ) öJ N û < Ε, 则输出

uN ( t) ,结束.

　　Step 6: 由式 (26) 计算 x
(k) ( t) ,令 k = k + 1,转

图 1　系统结构
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Step 2.

　　由此得到的控制系统是半闭环半开环的,系统

结构如图 1所示.

6　仿真示例
　　考虑如下带持续干扰的非线性系统:

xα1

xα2

=
0 1

0. 2 1

x 1

x 2

+
0. 5x 1x 2

0. 3x 2
2

+

　　　
0

1
u ( t) + w ( t) ,

x (0) = [ 0　0 ]T. (39)

扰动方程的初始状态为w (0) = [ 1　0 ]T ,选择Q =

1 0

0 0
, R = 1.

　　1) 设G =
0 1

- 1 0
,其特征值为Κ1, 2 = ± i. 此

时, w ( t) 表示稳定但非渐近稳定情形的扰动, 取二

次型平均性能指标

J = lim
T→∞

1
T∫

T

0
(x 2

1 + u 2) d t. (40)

由仿真计算可得, 采用传统的反馈最优控制计算的

性能指标J = 5. 642 3;采用本文方法得到的前馈 -

反馈最优控制律计算,当N = 1, 2,⋯, 4时的性能指

标分别为J 1 = 0. 777 8, J 2 = 0. 764 2, J 3 = 0. 763 5,

J 4 = 0. 763 4. 若给定 Ε = 0. 001, 则有 û (J 2 -

J 3) öJ 3û < Ε. 那么 u3 ( t) 可作为系统 (39) 关于性能

指标 (40) 的前馈 - 反馈最优控制律. 图 2给出了反

馈最优控制律和前馈 - 反馈最优控制律在N = 3

时的控制量u 3 ( t) 以及对应的状态变量 x 1 ( t) 的仿真

(a)　反馈次优控制

(b)　前馈 - 反馈次优控制

图 2　外系统 (3) 稳定时的仿真曲线

结果.

　　2) 设G =
- 0. 1 1

- 1 - 0. 2
时,其特征值为Κ1, 2

= - 2± i,此时,w ( t) 表示渐近稳定情形的扰动,取

无限时域二次型性能指标

J =∫
∞

0
(x 2

1 + u 2) d t. (41)

由仿真计算得到, 采用传统的反馈最优控制计算的

性能指标 J = 14. 884 7; 采用本文的方法得到的前

馈 - 反馈最优控制律计算,当N = 1, 2,⋯, 4时的

性能指标分别为 J 1 = 5. 232 7, J 2 = 5. 216 5, J 3 =

5. 216 0, J 4 = 5. 216 0. 若给定Ε= 0. 001,则有 û (J 2

- J 3) öJ 3û < Ε. 那么 u 3 ( t) 可作为系统 (39) 关于性

能指标 (41) 的前馈 - 反馈最优控制律. 图 3给出了

反馈最优控制律和前馈 - 反馈最优控制律在N =

3时的控制量 u3 ( t) 以及对应的状态变量 x 1 ( t) 的仿

真结果.

(a)　反馈次优控制

(b)　前馈 - 反馈次优控制

图 3　外系统 (3) 渐近稳定时的仿真曲线

　　 从计算结果和仿真曲线可以看出,N 取值越

大, 性能指标 J 越小,系统性能越好. 本文构造的前

馈 - 反馈最优控制器对外部的持续动态扰动具有

更好的抑制作用, 比经典的反馈最优控制具有更好

的鲁棒性.

7　结　　论
　　本文研究非线性系统在外部持续干扰作用下的

最优控制问题,提出了一种前馈- 反馈最优控制器

的逐次逼近算法. 与经典的反馈最优控制相比,本文

设计的前馈- 反馈最优控制器对外部持续扰动抑制

效率更高,具有更好的鲁棒性,且容易实现.
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