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确保鲁棒性能的 P ID 控制器参数域的一种确定方法
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摘　要: 研究了将混合灵敏度的 H ∞范数作为 P ID 控制器的鲁棒设计指标时,控制器参数的可行域确定问题. 首先

将混合灵敏度的H ∞范数要求转化为一族复系数多项式的稳定性要求,再加上基本闭环特征多项式的稳定性,通过

求解这些含参数多项式的稳定性,解出参数的可行域. 在求解多项式稳定性的过程中,采用了推广的 H erm ite2B ieh ler

定理.
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Abstract: T he determ ination of the adm issib le set of con tro ller param eters is dealt w ith w hen tak ing the H 2infin ite

no rm of the m ixed sensit ivity as an ob jection index fo r the P ID contro ller design. T he m ixed sensit ivity requ irem ent

can be transla ted in to the stab ilizat ion of a fam ily of comp lex po lynom ials. It st ill needs to stab ilize the clo se2loop

characterist ic po lynom ial. By stab ilizing these po lynom ials w ith P ID contro ller param eters in their coefficien ts, the

adm issib le set of the param eters is ob tained. T he H erm ite2B ieh ler theo rem is the p rim ary too l in the po lynom ial

stab ilizing p rob lem.
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1　引　　言
　　H ∞控制理论及其衍生的Λ2综合理论为许多与
鲁棒稳定性和鲁棒性能相关的控制系统设计提供了

精确的理论分析和解决方法. 但利用这些方法求得

的H ∞ 最优控制器均为真有理结构, 而且往往阶数

较高,一般与被控对象的阶数相同或更高. 而P ID 控

制器结构简单、易于实现、可靠性高, 目前仍是工业

过程控制的主要形式. 但其结构却是非真有理的,阶

数较低, 基本上为二阶 (P I控制器是一阶的) , 所以

经典的H ∞控制理论不适用于求取 P ID 结构的控制

器,这大大限制了H ∞控制理论在实际中的应用. 另

外,阶数太高的控制器, 本身将会发生摄动, 降低系

统鲁棒性[1 ]. 因此研究 P ID 结构控制器在设计中如

何实现系统的鲁棒稳定性和鲁棒性能[2, 3 ] ,具有重要

的现实意义.

　　H ∞ 控制理论在频域中的一个重要方法是混合

灵敏度方法, 它利用灵敏度函数S表征控制系统的

抗干扰能力, 采用 (加权)补灵敏度函数T衡量系统

鲁棒稳定性. 灵敏度函数定义为外部干扰信号 (量测

噪声等)到系统输出信号的传递函数[4 ]. 混合灵敏
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度的具体提法[4 ]是:寻找真实有理的控制器K ,使闭

环系统稳定, 且
W 1S

W 2T ∞
最小, 或

W 1S

W 2T
≤ Χ, 前者

是最优化问题,后者是次优化问题. W 1和W 2都是权

函数, 混合灵敏度方法设计控制系统的关键在于选

择适当的权函数.

　　系统对扰动的抑制能力可用于衡量系统的品

质[3 ] , 混合灵敏度指标中的W 1S 项体现了性能要

求. 虽然严格地说它只是对系统名义性能的要求[2 ] ,

而不是品质鲁棒性的要求, 但‖W 2T‖∞ ≤ 1 代表

了非结构鲁棒稳定性要求[2, 4, 5 ] , 因此混合灵敏度仍

是一种较好的设计准则, 经常在频域鲁棒控制系统

设计的理论和实践中被采用[10～ 13 ].

　　如上所述,本文也采用混合灵敏度作为设计指

标,按照P ID 结构调节控制器参数. 在P ID 控制器参

数优化中, 首要难点是如何确定所有使系统稳定的

参数域, Ho 等[14 ] 通过数值方法解决了该问题. 在此

基础上, 何福忠等[15 ] 提出基于稳定参数空间的对

P ID 控制器的遗传算法优化设计. Ho [16 ]则进一步地

提出了确定满足一定鲁棒性能指标的P ID 控制器参

数可行域方法. 本文的工作在此基础上展开.

2　问题表述
　　考虑如图 1所示的典型反馈控制系统结构.

图 1　典型反馈控制系统结构框图

图中 R , e, u , d , y 分别为参考输入、跟踪误差、控制

输入、量测噪声和系统输出. 灵敏度函数的定义是从

d 到 y 的传递函数

S = (1 + CG ) - 1; (1)

补灵敏度 T 和控制输入灵敏度U s的定义是

T = CG (1 + CG ) - 1, (2)

U s = C (1 + CG ) - 1. (3)

　　因本文研究的是 P ID 控制器,所以设

C (s) = kp +
k i

s
+ k ds =

k i + kp s + k ds2

s
. (4)

将传递函数G (s) 写为有理分式函数的形式,即

G (s) = N (s) öD (s). (5)

根据式 (4) 和 (5) ,系统的闭环特征多项式为

Θ(s, kp , k i, k d) =

sD (s) + (k i + kps + k ds2)N (s). (6)

为表述方便,以下记k i + kps + k ds2 = K (s) ,则式 (6)

可简记为 Θ= sD + KN .

　　在文献[ 16 ]中,采用形如‖W T cl‖∞ < Χ的鲁
棒设计指标,确定了P ID 控制器参数的可行域. 其中

T cl 可为 S , T 或U s 中的任意一种;W 为相应的权函

数,但不能同时约束两种灵敏度函数的加权无穷范

数. 一般认为,补灵敏度函数和灵敏度的加权无穷范

数分别表征系统的鲁棒稳定性和名义性能, 因此有

必要将此性能指标改进为混合灵敏度的约束.

　　记混合灵敏度指标为

S m ix (s) =
W 1S

W 2T
, (7)

并设

W i (s) = W in (s) öW id (s) , i = 1, 2.

其中 W in (s) 和 W id (s) 是互质的, 且 W id (s) 为

H u rw itz稳定的, 这些假设都是对权函数的基本要

求. 将式 (1) , (2) , (4) 和 (5) 代入式 (7) ,可得混合灵

敏度的表达式为

S m ix =
W 1nsD ö[W 1d (sD + KN ) ]

W 2nKN ö[W 2d (sD + KN ) ]
. (8)

　　文献[ 16 ]首先将鲁棒性能指标‖W T cl‖∞ < Χ
转化为对一族含控制器参数的复系数多项式的

H u rw itz 稳 定 性 要 求; 然 后 利 用 推 广 的

H erm ite2B ieh ler 定理 (简称H 2B 定理) 求解多项式

稳定性问题. 在第 1 步转化过程中, 使用如下引

理[16, 17 ]:

　　引理 1　设 F (s) = N F (s) öD F (s) 为一个稳定

的真有理函数, 其中 N F (s) 和 D F (s) 是多项式,

deg [D F (s) ] = Α,则‖F (s)‖∞ < 1的充分必要条件

是:

　　1) ûnΑû < ûd Αû , nΑ和 d Α分别为N F (s) 和D F (s)

的 Α次项系数;

　　2) 对所有的 Η∈ [ 0, 2Π], 多项式 D F (s) +

e jΗN F (s) 是H u rw itz稳定的.

　　结合本文的研究目的,需要使用该引理的多项

式阵的形式. 有如下的引理[17 ]:

　　引理 2　设 F (s) ∈H m×p
∞ (C + ) 是一个真有理

分式函数阵, 不失一般性, 令 p ≥ m , F (s) =

N F (s)D - 1
F (s) 为 F (s) 的一个多项式阵的右互质分

解,并满足D F (s) 是列满秩的条件,那么‖F (s)‖∞

< 1的充分必要条件是:

　　1) ‖F∞‖ < 1;

　　2) 对于复空间 C p×p 内所有的酉矩阵 U ,

det (D F (s) + U
I

0
N F (s) ) 是H u rw itz稳定的.

　　将式 (8) 代入F (s) ,因此时Θ(p = 1) < m (m =

2) , 故对引理 2作如下修改: 将 F (s) 左分解,D F (s)

必须是行满秩, 充要条件 2) 中的多项式应为

det (D F (s) + N F (s) [ I　0 ]U ). 因

S m ix =
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W 1d (sD + KN ) 0

0 W 2d (sD + KN )

- 1 W 1nsD

W 2nKN
,

且
W 1d (sD + KN ) 0

0 W 2d (sD + KN )
显然是行满

秩的,故可取

D F (s) =
W 1d (sD + KN ) 0

0 W 2d (sD + KN )
,

N F (s) =
W 1nsD

W 2nKN
. (9)

则 F (s) = S m ix (s) 的左分解为D - 1
F (s)N F (s) ,那么

N F (s) [ I　0 ]U =
W 1nsD 0

W 2nKN 0
U.

设U =
u1

u2

,其中

u1 = [ua　ub ], u2 = [uc　u d ]

为 2维的相互正交的单位行向量,则

N F (s) [ I　0 ]U =
W 1nsD u1

W 2nKN u1

=

W 1nsD ua W 1nsD ub

W 2nKN ua W 2nKN ub

. (10)

待定的多项式族可写为

det (D F (s) + N F (s) [ I　0 ]U ) =

det

W 1d (sD + KN ) +

W 1nsD u a

W 1nsD ub

W 2nKN ua

W 2d (sD + KN ) +

W 2nKN u b

=

W 1dW 2d (sD + KN ) 2 +

(W 1nW 2d sD ua + W 1dW 2nKN ub) (sD + KN ) =

(sD + KN ) { (W 1d + W 1nua)W 2d sD +

K [ (W 2d + W 2nu b)W 1dN ]}. (11)

式 (11) 是一个乘积的形式,第 1个因子是系统闭环

特征多项式,即需要首先稳定的多项式;第 2个因子

恰好符合文献 [ 16 ] 中扩展 P ID 稳定问题中的待稳

定复系数多项式形式,其中

L (s) = (W 1d + W 1nu a)W 2d sD ,

M (s) = (W 2d + W 2nu b)W 1dN . (12)

　　下面对 ua , u b 作进一步的说明. 首先它们都是

复数,可设ua = Κe jΗ1 , u b = Σe jΗ2;其次它们组成的向量

u1 为单位向量,故

‖u‖2 = ‖u a‖2 + ‖u b‖2 = 1.

即 Σ= 1 - Κ2 , ub = 1 - Κ2e jΗ2.

　　定义

<(s, kp , k i, k d, Χ, Κ, Η1, Η2) =

(W 1d +
1
ΧΚe jΗ1W 1n)W 2d sD + (k ds2 + kp s +

　　k i) [ (W 2d +
1
Χ 1 - Κ2e jΗ2W 2n)W 1dN ]. (13)

　　根据以上推导,可以给出如下定理:

　　定理 1　根据式 (6) 和式 (13) , 满足混合灵敏

度设计指标‖S m ix‖∞ < Χ的 P ID 控制器参数可行

域求解问题可等价为以下 3个条件同时成立:

　　1) Θ(s, kp , k i, k d) 是H u rw itz稳定的;

　　2) ‖S m ix (∞)‖ =

　　　
W 1 (∞)S (∞, kp , k i, k d)

W 2 (∞) T (∞, kp , k i, k d)
< Χ;

　　3) <(s, kp , k i, k d, Χ, Κ, Η1, Η2) 对 所 有 的 Κ∈
[ 0, 1 ], Η1∈ [ 0, 2Π) 和Η2∈ [ 0, 2Π) 都是H u rw itz稳

定的.

　　这样,便可采用文献[ 16 ]中基于推广的H 2B 定
理的复系数多项式稳定性判定方法求解参数的可行

域.

3　问题求解及算法描述
　　根据定理 1,得到含有 P ID 控制器参数的复系

数多项式后,应用推广的H 2B 定理对它的稳定性进
行判定, 可获得这些参数应该满足的一组线性不等

式,从而求解出参数的范围 (即可行域). 基于推广的

H 2B 定理的 (复系数) 多项式的稳定性判定方法与

传统的劳斯判据相比, 优点在于所需求解的不等式

都是线性的,并适用于复系数情况.

　　综上所述,可给出如下的求解满足混合灵敏度

设计指标‖S m ix‖∞ < Χ的 P ID 控制器参数可行域

问题的算法:

　　Step 1: 利用根轨迹方法或先验知识确定 kp 的

大致范围;

　　Step 2: 在 Step 1确定的范围内使 kp 遍历,每次

取定一点 k 3
p ,进行以下各步的循环;

　　Step 3: 求解使 Θ(s, k 3
p , k i, k d) 稳定的 (k i, k d) 的

可行域,它是一个平面上点的集合,记为 7 (k 3
p , 0) ;

　　Step 4: 使 Κ∈ [ 0, 1 ], Η1 和 Η2 在[ 0, 2Π) 之间遍

历, 每次取定一个 3 元组 (Κ3 , Η3
1 , Η3

2 ) , 求解使 <(s,

k 3
p , k i, k d, Χ, Κ, Η3

1 , Η3
2 ) 稳定的 (k i, k d) 的可行域,记为

7 (k 3
p , 1, Κ3 , Η3

1 , Η3
2 ) , 对所有 3 元组 (Κ3 , Η3

1 , Η3
2 ) 求

7 (k 3
p , 1, Κ3 , Η3

1 , Η3
2 ) 的交集,记为 7 (k 3

p , 1) ;

　　Step 5: 求解边界不等式

‖S m ix (∞)‖ =
W 1 (∞)S (∞, kp , k i, k d)

W 2 (∞) T (∞, kp , k i, k d)
< Χ,

其解集记为 7 (k 3
p , 2) ;

　　Step 6: 求 7 (k 3
p , 0) , 7 (k 3

p , 1) , 7 (k 3
p , 2) 的交

集,记为 7 (k 3
p ) ;

　　Step 7: 返回 Step 2或判断结束.
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　　实际计算过程中, kp 的离散化对算法的准确性

没有影响,但 Κ, Η1 和 Η2 的离散步长对算法的准确性

是有影响的. 因为 7 (k 3
p , 1) 是对所有 3 元组 (Κ3 ,

Η3
1 , Η3

2 ) 求 7 (k 3
p , 1, Κ3 , Η3

1 , Η3
2 ) 的交集,显然离散步

长越小越精确. 但离散步长越小, 计算复杂度就越

高,因为循环次数是与 3 元组每个元素的离散点个

数的乘积成正比的.

　　离散化的作用是放宽了可行域,其中一种极端

的情况是Κ仅离散为 0和 1两点, Κ= 0时Η1不用离

散, 仅 Η2 离散, 即为文献 [ 16 ] 的算法, 对应求解

‖W T‖∞ < Χ的可行域; Κ= 1时, Η2不用离散,仅Η1

离散, 对应 ‖W 1S‖∞ < Χ. 上述情况相当于将
W 1S

W 2T
< Χ转化为

‖W 1S‖∞ < Χ
‖W 2T‖∞ < Χ

, 放宽了约束,

因此在求解过程中需要衡量计算精度和计算时间来

确定合适的离散步长.

　　通过以上论述,说明文献[ 16 ] 算法是本文算法

的一个特殊情况,本文对其进行了扩展.

　　由线性不等式组的解集性质易知,所求的可行

域必为以下 3种情况之一:

　　1) 空集;

　　2) 一个凸集 (包括封闭多边形和半空间) ;

　　3) 多个互不相交的凸集的和.

4　权函数的选取
　　权函数的选择决定混合灵敏度是否能够准确

地表达对系统抗扰性能和鲁棒稳定性的要求, 因此

是至关重要的.

　　从物理意义上考虑, 根据文献 [ 6 ], 权函数W 1

代表干扰的频谱特性,即对所有的 Ξ < (0, + ∞) ,

有‖d ( jΞ)‖≤‖W 1 ( jΞ)‖. 一般可根据低频干扰

的频带宽度 Ξ1 和要求控制系统对低频干扰最小衰

减倍数 k 1,将W 1 取为

W 1 (s) =
k 1

söΞ1 + 1
. (14)

由文献[ 4 ] 和[ 18 ] 可知,W 2 为对象模型的乘型摄动

范数界,它以高频为主,具有高通性.

　　从算法实现的角度考虑, 要求W 1S 和W 2T 均

为真有理. 下面进行阶数选取,设对象模型的分子阶

数为m ,分母阶数为n. 不失一般性,m ≤n - 1,则灵

敏度S 分子和分母同为 n + 1阶,按式 (14) 选取W 1

使W 1S 为严格真有理;补灵敏度T 分母为 n + 1阶,

分子为m + 2阶. 因W 2为高通,故不可能为严格真

有理. 当m = n - 1时,W 2取为分子分母同阶的非严

格真有理结构,应满足W 2 (∞) = 1. 一般可取为

W 2 (s) =
s + Ξ2

s + Ξ3
. (15)

其中 (Ξ2, Ξ3) 为大致的模型摄动频带. 当m < n - 1

时,W 2 取非真有理函数, 此时可保证系统对高频摄

动有较强的鲁棒性.

5　仿真实例
　　将本文算法与文献 [ 16 ] 的算法通过仿真进行

比较. 文献[ 16 ] 中的对象模型为

G (s) =
s - 1

s2 + 0. 8s - 0. 2
,

权函数取为

W 2 (s) =
s + 0. 1

s + 1
,

灵敏度的权函数取为

W 1 =
10

100s + 1
.

　　设混合灵敏度指标要求小于 1,即 Χ= 1. 根据

定理 1得:

　　1)　Θ(s, kp , k i, k d) =

　　　　s (s2 + 0. 8s - 0. 2) + (k ds2 +

　　　　kp s + k i) (s - 1)

　　是H u rw itz稳定的;

　　2)　
W 1 (∞)S (∞, kp , k i, k d)

W 2 (∞) T (∞, kp , k i, k d) ∞
< 1]

　　　　
k d

k d + 1
< 1] k d > -

1
2

;

　　3)　<(s, kp , k i, k d, Χ, Κ, Η1, Η2) =

　　　　s (100s + 1 + 10Κe jΗ1) (s + 1) (s2 +

　　　　0. 8s - 0. 2) + (kds2 + kp s + k i) [s +

　　　　1 + 1 - Κ2e jΗ2 (s + 0. 1) ] (100s +

　　　　1) (s - 1)

对所有的Κ∈ [ 0, 1 ], Η1∈ [ 0, 2Π) 和Η2∈ [ 0, 2Π) 都

是H u rw itz稳定的.

　　将 kp的范围确定为[ - 0. 6, - 0. 2 ],采用本文

算法,解得满足
W 1S

W 2T ∞
< 1的参数可行域如图2所

示. 采用文献[ 16 ] 方法的仿真结果如图 3所示.

图 2　满足
W 1S

W 2T ∞
< 1的参数可行域
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图 3　满足‖W 2T‖∞ < 1的参数可行域

图 4　本文算法与文献[16 ]算法的仿真结果比较

图 5　不同步长所求得的可行域结果比较

　　从图 2和图 3可知,采用本文算法求得的参数

可行域显然比文献[ 16 ] 的结果小. 进一步作数值比

较,将 kp = - 0. 44平面分别从图2和图3中抽出,在

二维坐标上比较,如图 4所示. 可见本文算法所得到

(圆形标志) 的区域要小得多.

　　 图 2 中结果对应的 kp 步长为0. 01, Κ步长为
0. 2, Η1 步长为 2ö5Π, Η2步长为 2ö7Π,将 Η1和 Η2的步

长取为 2Π的奇数分之一并互不相同,可避免一些计

算的误差. 图5是 kp = - 0. 44时, Κ的步长均为0. 2,

Η1 和 Η2 的步长分别为 2ö5Π和 2ö7Π(图中用“∃”表
示) 与 Η1和 Η2的步长分别为 2ö9Π和 2ö11Π(图中用

“ü”表示) 所求出的可行域的差异.

　　从图5看, 并非步长小时所求得的可行域完全

将步长大时所求得的可行域包围,而是有交错,这也

是正常的. 因为它们都只是对理想结果的一个近似,

如用一个内接五边形和一个内接正方形同时逼近同

一个圆形,那么五边形并不能完全包围那个正方形.

6　结　　论
　　本文在最新的研究成果基础上,对如何确定具

有一定指标的鲁棒性的 P ID 控制器的参数可行域

的问题做了进一步的研究. 采用混合灵敏度作为鲁

棒设计指标,使系统不仅具有鲁棒稳定性,而且具有

一定的名义性能. 文献[ 16 ]的算法为本文算法的特

殊情况,本文算法是对文献[ 16 ]算法的扩展. 仿真结

果表明,本文算法的解集是文献 [ 16 ]算法解集的真

子集. 并揭示了这一可行域必定是凸集与不相交的

凸集之和. 虽然本文算法有一定的计算复杂度,但作

为对 P ID 控制器参数进行优化的基础仍具有实际

意义.
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