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基于L QR和模糊插值的五级倒立摆控制
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摘　要: 首先给出五级倒立摆的数学模型并验证了它的可控性; 然后在分析与倒立摆系统稳定性有关因素的基础

上,结合LQ R 理论构造出一种非对角型的权重矩阵,并给出了设定该矩阵中各元素的方法; 最后设计出一个简单的

基于二元分片插值函数的模糊控制器,成功地实现了具有定位功能的五级倒立摆的控制. 仿真结果表明该方法是有

效的.
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Abstract: T he m athem atical model on the qu in tup le inverted pendu lum is p resen ted, and its con tro llab ility is
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1　引　　言
　　倒立摆系统是一种用于检验某种控制理论或方

法的典型工具,对它的研究具有重要的理论和实践

意义. Fu ru ta 等[1 ]首次实现了双电机三级倒立摆实

物控制的实破; Zhang 等[2 ]发表了三级倒立摆的仿

真结果; 张乃尧等[3 ]实现了单电机三级倒立摆的实

物控制; 肖军等[4 ]和李洪兴等[5 ]先后发表了四级倒

立摆的仿真结果; 李洪兴等还实现了四级倒立摆的

实物控制. 至于五级倒立摆的控制问题,至今还未见

报道.

多级倒立摆系统变量多,非线性和耦合性强,一

般都基于某种智能控制方法,如模糊控制[2～ 4 ]、神经

网络控制[6 ]、拟人智能控制[7 ]等. 当采用模糊控制方

法时,面临的一个困难是“规则爆炸”问题. 为此,有

人提出了“串行处理”的控制方法[2, 3 ] ,最近又提出一

种“并行处理”的控制方法[4 ]. 然而,无论是串行还是

并行,所需的规则数仍然较多. 克服这一困难简便而

有效的方法是利用LQ R 理论, 将众多状态变量综

合成两个变量,即综合误差和综合误差变化率,并以

此为基础设计模糊控制器[5, 8 ]. 这种方法的关键是确保
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所选取的权重矩阵要恰当.

本文在分析各种与倒立摆系统稳定性有关因素

的基础上,构造出一种非对角型的矩阵,并给出了设

定该矩阵中各元素的方法. 以此为基础,设计一个简

单的基于二元插值函数的模糊控制器,成功地实现

了具有定位功能的五级倒立摆系统的控制.

2　五级倒立摆的数学模型
2. 1　五级倒立摆的结构和记号

图 1　五级倒立摆结构示意

五级倒立摆本体由小车、摆杆 1～摆杆 5组成,如图

1所示. 其中: u 为外界对小车的水平作用力, x 为小

车的位移, Ηi为摆 i与竖直方向的夹角. 设m 0为小车

的质量,m i为摆 i的质量, J i为摆 i绕G i的转动惯量,

l i 为O i到摆 i质心G i的距离,L i为摆 i的长度, f 0为

小车和导轨间的滑动摩擦系数, f i 为摆 i绕O i 转动

的摩擦阻力矩系数 ( i = 1, 2, 3, 4, 5).

2. 2　五级倒立摆的状态方程

五级倒立摆的状态方程既可通过对各构件的受

力分析, 基于动力方程和力矩方程得到, 也可通过

L agrange函数得到. 具体推导参见文献[ 9 ],这里直

接给出其结果,即

xα= A x + bu. (1)

其中

x = (z, zα) T , z = (x , Η1, Η2, Η3, Η4, Η5) T ,

A =
O 6 I 6

M - 1G M - 1H
(0)
2

, b =
O 6×1

M - 1h 0

;

其余,O 6×1为 6维零列向量,O 6和 I 6分别为 6阶零矩

阵和单位矩阵, h 0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) T ,而

M =

a0 a1 a2 a3 a4 a5

a1 b1 a2L 1 a3L 1 a4L 1 a5L 1

a2 a2L 1 b2 a3L 2 a4L 2 a5L 2

a3 a3L 1 a3L 2 b3 a4L 3 a5L 3

a4 a4L 1 a4L 2 a4L 3 b4 a5L 4

a5 a5L 1 a5L 2 a5L 3 a5L 4 b5

H
(0)
2 =

- f 0

- f 1 - f 2 f 2

f 2 - f 2 - f 3 f 3

f 3 - f 3 - f 4 f 4

f 4 - f 4 - f 5 f 5

f 5 - f 5

G =

diag (0, a1g , a2g ,⋯, a5g ).

式中各系数为

a0 = ∑
5

j= 0
m j , a i = m i l i + ∑

5

j = i+ 1
m jL i, bi =

J i + m i l
2
i + ∑

5

j = i+ 1

m jL
2
i , 1≤ i≤ 5.

2. 3　模型参数及其可控性分析

五级倒立摆的各参数分别取值如下[9 ]:

　　　m 0 = 1. 328 2 kg,

　　　m 1 = m 2 = m 3 = m 4 = 0. 220 kg,

　　　m 5 = 0. 187 kg,

　　　l1 = l2 = l3 = l4 = 0. 304 m ,

　　　l5 = 0. 226 m ,

　　　L 1 = L 2 = L 3 = L 4 = 0. 49 m ,

　　　J 1 = J 2 = J 3 = J 4 = 0. 004 963 kgõm 2,

　　　J 5 = 0. 004 824 kgõm 2,

　　　f 0 = 22. 914 7,

　　　f 1 = 0. 007 056,

　　　f 2 = f 3 = f 4 = f 5 = 0. 002 646 N õ sõm ,

　　　g = 9. 8 m ös2.

　　将上述各参数代入式 (1) ,可得A 和b的具体数

值如下:

　　　b =

　　　 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 727 7, - 1. 790 8,

　　　0. 368 5, - 0. 075 8, 0. 015 3, - 0. 003 4) T ,
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A =
O 6 I 6

A 1 A 2

,

A 1 =

0 - 8. 457 3 1. 351 1 - 0. 197 8 0. 023 7 - 0. 001 4

0 150. 806 1 - 125. 004 9 18. 297 1 - 2. 195 4 0. 131 8

0 - 161. 025 1 248. 299 6 - 108. 118 7 12. 972 6 - 0. 778 7

0 33. 110 1 - 151. 884 3 180. 249 8 - 63. 509 3 3. 812 4

0 - 6. 674 5 30. 617 4 - 106. 700 9 100. 930 1 - 18. 530 6

0 1. 502 7 - 6. 893 4 24. 023 4 - 69. 501 9 50. 949 9

,

A 2 =

- 16. 675 4 0. 018 3 - 0. 006 9 0. 001 4 - 0. 000 3 0. 000 0

41. 035 0 - 0. 400 0 0. 283 5 - 0. 131 1 0. 026 9 - 0. 004 6

- 8. 444 7 0. 510 0 - 0. 558 2 0. 420 5 - 0. 158 8 0. 027 1

1. 736 4 - 0. 177 6 0. 420 5 - 0. 583 3 0. 423 5 - 0. 132 5

- 0. 350 0 0. 035 8 - 0. 156 1 0. 410 4 - 0. 570 4 0. 290 3

0. 078 8 - 0. 008 1 0. 035 1 - 0. 172 1 0. 586 6 - 0. 443 9

.

容易验证此时式 (1) 所对应的状态方程是完全可控

的.

3　权重矩阵构造与设定
3. 1　与倒立摆系统稳定性有关的几个因素

1) 各摆杆的偏角越大,倒立摆系统的稳定性越

差;小车的位移偏差也是如此.

2) 小车运动速度和摆杆角速度越大,倒立摆系

统的稳定性越差.

3) 当小车位移与其速度、摆杆偏角与其角速度

相反时,倒立摆稳定性好,反之则差.

上述三点比较直观,这里重点讨论下面一点:

4) 摆杆偏离方向对倒立摆系统稳定性的影响:

对于一个 n 级倒立摆系统,摆杆的偏离方向有 2n 种

情况,其中两种极端的情形是 (还有两种与此是对称

的,故不予讨论) :

① Η1 ≥ 0, Η2 ≥ 0, Η3 ≥ 0,⋯;

② Η1 > 0, Η2 < 0, Η3 > 0, Η4 < 0,⋯.

基于文献 [ 9 ] 的倒立摆模型和文献 [ 5 ] 的控制

方法, 作者对 2～ 4 级倒立摆的上述两种情形进行

仿真, 结果表明: 情形①即各摆杆的偏离方向一致

时,系统较易控制; 情形②即各摆杆偏向左右相间

时,系统较难控制. 因此推断五级倒立摆也有此规律

(仿真结果证实了这一点).

3. 2　综合误差和综合误差变化率

对于式 (1) 表示的五级倒立摆系统, 状态变量

有 12个之多. 为克服采用模糊控制器时面临的规则

爆炸问题,需对状态变量进行降维处理. 记综合误差

E 和综合误差变化率 EC 为

E Χ k 1x 1 + k 2x 2 + ⋯ + k 6x 6,

EC Χ k 7x 7 + k 8x 8 + ⋯ + k 12x 12.
(2)

其中 k 1, k 2,⋯, k 12 为综合系数,可通过LQ R 理论得

到. 具体如下:给定最优控制泛函指标

J =
1
2∫
∞

0
(xT ( t)Q x ( t) + uT ( t)RU ( t) ) d t, (3)

求解如下R iccat i方程:

- PA - A TP + P bR - 1bT P - Q = 0, (4)

可得状态反馈矩阵

K T = R - 1bT P. (5)

对 K T 除以某一合适的常数 k ,便得到综合系数

(k 1, k 2,⋯, k 12) = K T ök. (6)

3. 3　权重矩阵的构造

由 3. 2节可以看出, 要得到合理的综合误差系

数,关键是要选择合适的权重矩阵Q 和 R. 式 (3) 的

最优控制泛函指标实际上反映了系统状态向量对于

目标值偏离以及控制代价. 一个合理的指标应具备

如下性质:

性质 1　系统越趋于控制目标, 指标中的被积

分项的值越小.

因此,合适的Q 和R 应全面体现影响系统稳定

性的各个因素. 传统的权重矩阵Q 为半正定的对角

阵[5, 8 ] ,即

Q = diag (q0, q1,⋯, qn , 0,⋯, 0

n+ 1

) , (7)

其中 n 为倒立摆系统的级数.

对于式 (1) 表示的五级倒立摆系统,采用式 (7)

的Q 值,则最优控制泛函指标

J =
1
2∫
∞

0
(q0x 2 + q1Η2

1 + ⋯ +

q5Η2
5 + R u 2 ( t) ) d t. (8)

　　 从式 (8) 可以看出, 这里仅仅考虑了位移和各

个偏角的大小, 而没有考虑摆杆偏离方向等其他因

素的影响. 如将 3. 1 节所分析的与倒立摆系统稳定
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性相关因素都考虑进去, 便可得到更合理的综合系

数,从而获得更好的控制性能. 此时, 最优控制泛函

指标包括以下 5个部分:

① cu 2 ( t) ;

② q0x 2 + q1Η2
1 + q2Η2

2 + q3Η2
3 + q4Η2

4 + q5Η2
5;

③ q6xα2 + q7Η
õ

2
1 + q8Η

õ
2
2 + q9Η

õ
2
3 + q10Η

õ
2
4 + q11Η

õ
2
5;

④ 2q06x x
õ

+ 2q17Η1Η
õ

1 + 2q28Η2Η
õ

2 + 2q39Η3Η
õ

3 +

2q410Η4Η
õ

4 + 2q511Η5Η
õ

5;

⑤ - 2q12Η1Η2 - 2q23Η2Η3 - 2q34Η3Η4 - 2q45Η4Η5.

现说明如下:

1) 由于控制量 u为一维,于是R 蜕化为常数 c;

2) 各个系数 c, q0, q1,⋯, q45 取正数;

3) 第②～ ⑤部分体现了 3. 1节所分析的各个

因素的影响, 正负号选取的依据是该部分对倒立摆

系统稳定性的影响以及性质 1.

如此形成的权重矩阵为

Q =
Q 11 Q 12

Q 21 Q 22

. (9)

其中

Q 11 =

q0

q1 - q12

- q12 q2 - q23

- q23 q3 - q34

- q34 q4 - q45

- q45 q5

,

Q 12 = Q 21 = diag (q06, q17, q28, q39, q410, q511) ,

Q 22 = diag (q6, q7, q8, q9, q10, q11) ,

R = c. (10)

　　权重矩阵Q 具有如下性质:

性质 2 (正定性)　对角线上的各元素大于零,

非对角线上的元素应满足该性质.

性质 3 (对称性)　在考虑诸如 Η1Η2和 Η2Η1之类

交叉项的影响时,权重 q12 = q21.

3. 4　权重矩阵的设定与修正

为设定权重矩阵中各项的具体数值. 结合倒立

摆系统仿真的经验,作如下假设:

假设 1 (平等原则)　在最优控制泛函指标中,

各项的权重系数乘以对应的状态变量变化的幅值后

基本相等. 例如

c‖u‖2 Χ q0‖x‖2 Χ 2q12‖Η1‖‖Η2‖ Χ
2q06‖x‖‖xα‖ Χ q6‖xα‖2 Χ 10,

‖õ‖表示状态变量变化的幅值.

假设 2　在实现五级倒立摆的控制时,‖u‖处

于 102～ 103 量级,记为‖u‖ Χ 102～ 103. 则

‖Η
õ

1‖ Χ 100,

‖Η
õ

2‖ > ‖Η
õ

3‖ > ‖Η
õ

4‖ > ‖Η
õ

5‖ Χ 10- 1,

‖Η1‖ > ‖Η2‖ > ‖Η3‖ >

‖Η4‖ > ‖Η5‖ Χ 10- 1,

‖Η
õ

i‖ > ‖Ηi‖, i = 1, 2,⋯, 5,

‖x
õ
‖ > ‖x‖ Χ 100.

　　依据假设 1 和假设 2, 可得各权重的大致范围

如下:

10- 5 < c < 10- 3,

q0 Χ q06 Χ q6 Χ 100,

102 Χ q1 < q2 < q3 < q4 < q5 Χ 103,

101 Χ q7 < q8 < q9 < q10 < q11 Χ 102,

102 Χ q12 < q23 < q34 < q45 Χ 102,

101 Χ q17 < q28 < q39 < q410 < q511 Χ 102.

(11)

　　由人的经验可知,倒立摆系统中越上面的摆杆

对系统的稳定性影响越大,对它的约束要求也越高,

应赋予较大的权重. 为达到稳定摆杆的目的,应允许

小车的位移在较大的范围内变化, 即要求减少对小

车的位移约束,相应地小车位移的权重应取得较小.

为使倒立摆系统稳定,对控制输入 u 的约束应更小,

即其权重更小. 可以看出, 由式 (11) 设定的权重矩

阵Q 和R 与人的经验是一致的.

对于状态方程 (1) 表示的五级倒立摆系统, 取

权重矩阵

Q =
Q 11 Q 12

Q 12 Q 22

, R = 0. 000 1. (12)

其中

Q 11 =

10

300 - 200

- 200 500 - 300

- 300 700 - 400

- 400 900 - 500

- 500 1 000

,

Q 12 = diag (5, 10, 20, 40, 60, 80) ,

Q 22 = diag (5, 10, 20, 30, 40, 50).

代入式 (4) 和 (5) 可得

K T = (- 100, - 643, 29 761, - 145 556,

225 381, - 112 544, 303, 3, - 473,

- 5 021, 15 849, - 13 162).

　　取 k = - 5 000 (目的是使初始的综合误差和综

合误差变化率基本上在其论域内) ,代入式 (6) 可得

综合系数

(k 1, k 2,⋯, k 12) = - K T ö5 000. (13)

4　基于二元模糊插值函数的模糊控制器
　　设 X 1, X 2 和 Y 分别为模糊控制器输入变量综
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合误差 E 和综合误差变化率 EC 以及输出变量 y 的

论域,A i和B j (1≤ i≤m , 1≤ j≤n) 分别是E 和EC

在论域X 1 和X 2上的模糊划分, C ij (1≤ i≤m , 1≤

j ≤ n) 为 y 在论域 Y 上的模糊划分, y ij 为 C ij 的峰

点. 对于规则库R ,有

If E is A i and EC is B j T hen y is C ij ,

1≤ i≤m , 1≤ j ≤ n.

基于文献[ 10 ] 的结论,该模糊逻辑系统可表示为一

个二元分片插值函数

y (E , EC ) Χ ∑
n

j= 1
∑

m

i= 1
A i (E )B j (EC ) y ij. (14)

　　取论域X 1 = X 2 = [ - 1, 1 ], Y = [ - 1, 1 ],论

域X 1和X 2上采用 7个等距划分的三角型隶属度函

数的模糊集 (m = n = 7) ,依次表示“负大 (NB ) ,负

中 (NM ) , 负小 (N S) , 零 (ZERO ) , 正小 (PS) , 正中

(PM ) ,正大 (PB )”等语言值. 输出变量 y 的模糊集

C ij 的峰点 y ij 为: 0, ± 1ö6, ± 2ö6, ± 3ö6, ± 4ö6,

± 5ö6. 如此形成的模糊控制器规则如表 1所示[5 ].

表 1　基于 E 和 EC 的模糊控制规则

NB NM N S ZERO PS PM PB

NB - 5ö6 - 5ö6 - 4ö6 - 3ö6 - 2ö6 - 1ö6 0

NM - 5ö6 - 4ö6 - 3ö6 - 2ö6 - 1ö6 0 1ö6

N S - 4ö6 - 3ö6 - 2ö6 - 1ö6 0 1ö6 2ö6

ZERO - 3ö6 - 2ö6 - 1ö6 0 1ö6 2ö6 3ö6

PS - 2ö6 - 1ö6 0 1ö6 2ö6 3ö6 4ö6

PM - 1ö6 0 1ö6 2ö6 3ö6 4ö6 5ö6

PB 0 1ö6 2ö6 3ö6 4ö6 5ö6 5ö6

　　将上述模糊控制器的输出 y ( E , E C ) Χ

∑
7

j = 1
∑

7

i= 1
A i (E )B j (EC ) y ij 乘以一个设计常数U (U =

5 000) ,便得到实现控制五级倒立摆系统的控制量

u = U y (E , EC ) Χ U∑
7

j = 1
∑

7

i= 1

A i (E )B j (EC ) y ij.

(15)

　　从式 (15) 可以看出,该模糊逻辑系统的推理后

件是一个峰点. 与传统的模糊控制器[4 ] 相比, 省略

了去模糊过程, 减少了计算量, 并且更易于实现; 与

变论域模糊控制器[5 ] 相比, 省去了多个伸缩因子,

简化了控制器的设计.

5　五级倒立摆系统仿真
　　对于五级倒立摆系统,各摆杆偏角Η1～ Η5的偏

离方向有 32种情形. 参照 3. 1节的分析与推断, 取

下述两种情形进行仿真:

1) Η1 (0) = Πö540,

Η2 (0) = Η3 (0) = Η4 (0) = Η5 (0) = Πö720;

2) Η1 (0) = Πö540, Η2 (0) = Η4 (0) = - Πö720,

Η3 (0) = Πö720, Η5 (0) = Πö720.

初始位移偏差 x (0) = 0. 2,要求小车运动到指定位

置 x d = 0. 仿真结果如图 2所示.

从图 2可以看出:情形 1) 和情形 2) 各摆杆偏角

的收敛时间基本相同, 而前者振荡幅度明显小于后

者. 这说明初始偏离方向一致时, 稳定性好; 初始偏

离方向左右相间时, 稳定性差. 无论情形 1) 还是情

形 2) , 各摆杆偏角在一定时刻后偏向基本一致. 这

说明在倒立摆系统趋于稳定的过程中, 摆杆的偏离

方向一致时系统的稳定性更好. 由此可见 3. 1 节的

推断是正确的.

(a)　情形 1的偏角曲线

(b)　情形 2的偏角曲线

(c)　位移曲线

图 2　偏角和位移的仿真结果

6　结　　论
　　本文分析了与五级倒立摆系统稳定性有关的因

素,并结合LQ R 理论构造出一种非对角型矩阵,给

出了设定该矩阵中各元素的方法. 在此基础上,设计

了一个基于二元分片插值函数的模糊控制器,该模

糊控制器规则数量少,结构简单,计算量小,易于设

计和实现. 仿真结果表明该方法是有效的.
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