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递阶层次结构决策指标体系构建算法及应用
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摘　要: 对决策问题及其支配关系采用加权有向图表示. 首先设计一个指标用于衡量决策因素间的支配程度,并给

出了决策问题可转换为递阶层次结构的两个前提条件; 然后建立了 3个多项式时间复杂度算法: 第 1个算法在最大

程度保留决策因素支配关系的基础上,去掉决策因素间的循环支配;第 2个算法利用可达矩阵的知识,将决策问题转

化为递阶层次结构;第 3个算法给出了各决策指标的权重. 应用上述算法开发出智能评估专家系统,并以区域技术创

新能力指标体系的构建为例,介绍了该软件系统.
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Abstract: W eigh ted direct graph is used to describe m ult i2attribu te decision m ak ing and affilia t ions among attribu tes.

Tw o p rerequ isites of transfo rm ing m ulti2attribu te decision m ak ing in to h ierarchy are given. T hen th ree po lynom ial2
t im e algo rithm s are p ropo sed. Fo r the first a lgo rithm , feedback affilia t ions are elim inated on condit ion that

affilia t ions among attribu tes are m axim ally rem ained. Fo r the second algo rithm , m ult i2attribu te decision m ak ing is

transfo rm ed in to h ierarchy by using the know ledge of reachab le m atrix. Fo r the th ird algo rithm , the w eigh t of each

attribu te is given. Ch inese Expert Cho ice Softw are System (CEC) adop ts the p resen ted algo rithm s and is in troduced

by tak ing the evaluation system on innovative ab ility as an examp le.
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1　引　　言
　　利用层次分析法解决问题,关键是要建立比较

合理的递阶层次结构和构造比较准确的判断矩阵.

当决策问题比较简单,决策因素不是很多时,层次分

析法的递阶层次结构和判断矩阵的建立一般不会有

困难; 当决策问题复杂时,决策因素会有很多,相互

关系会很复杂,单凭主观判断往往难以得到比较合

理的递阶层次结构和准确的判断矩阵.

针对这一问题,文献[ 1 ]对决策问题及其从属关

系进行有向图表示,设计了一种算法,并探讨了复杂

决策问题递阶层次结构的建立,但该算法只适用于

将内部无循环支配的有向图转化为递阶层次结构,

无法生成判断矩阵,应用面较窄. Sa t ty 提出了反馈

A H P [2, 3 ] , 并系统地提出了AN P 的理论和方法[4 ] ,

但AN P 理论较为复杂,计算量大,可操作性差.

本文对决策问题及其从属关系采用加权有向图

表示,设计了多种算法,用于自动建立层次分析法中

递阶层次结构和各准则的判断矩阵,可简化层次分

析法中递阶层次结构的设计. 利用上述算法,开发了

通用智能评估软件系统 (CEC). 该系统已应用于区

域技术创新、区域影响能力、概念微型车造型等复杂

的评价指标体系的建立,取得了良好的效果.
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2　决策问题的有向图建模
　　定义 1　设有一决策问题 É ,V = {v 1, v 2,⋯,

v n}是决策因素集合, E = {e1, e2,⋯, em }是从属关系

集合,其中Υ(ek ) = (v i, v j ) 表示 v j从属于 v i. 则称有

向图G = (V , E , Υ) 为问题É 的决策关系,记为G =

(V , E ).

定义 2　设G = (V , E ) 为决策问题 É 的决策
关系, Π ei ∈ E ,对 ei赋予 1～ 9的权值 (本文采用 1

～ 9标度, 其中权值越大表示从属关系越强). 则称

加权有向图G 为问题 É 的加权决策关系.

定义 3　设G = (V , E ) 为决策问题 É 的加权
决策关系, v i, v j ∈V 之间有 K 条路径可以到达,记

为 W k
ij (k = 1, 2,⋯, K ) , 其中W k

ij = (ek1, ek2,⋯,

ek i⋯, ekn). 令B k
ij 为W k

ij 的边数, d k
ij = ∏

ek i∈W k
ij

ek i, p ij =

∑
K

k= 1

d k
ij

9B k
ij - 1

, i, j = 1, 2,⋯, n. 则称P = (p ij ) 为G的可

达矩阵.

图 1　定义 3的图示

以图 1为例,W 1
12 = ( (v 1, v 2) ) ,W 2

12 = ( (v 1, v 3) ,

(v 3, v 2) ) ,故 d 1
12 = 2, d 2

12 = 3× 4 = 12, p 12 = 2 +

12ö9 = 3. 33. 依次求解 p ij 可得

P =

0 3. 33 3

0 0 0

0 4 0

.

这样定义的 p ij 能很好地表达 v i对 v j 的支配关系及

支配程度.

本文定义的可达矩阵与图论教材[5, 6 ] 中定义的

可达矩阵是有区别的, 图论中的可达矩阵只要是通

路就可以,而定义 3 需要的是路径. 求可达矩阵算法

的时间复杂度为O (n4).

定义 4　设G = (V , E ) 为决策问题 É 的加权
决策关系, P = (p ij ) 为G 的可达矩阵. 称 R (v i) =

{v j ûv j ∈V , p ij > 0}为 v i的后项集,A (v i) = {v j ûv j

∈V , p j i > 1}为 v i 的前项集.

定义 5　问题 É 为一决策问题,将其转化为加

权决策关系G (V , E ) ,当满足如下可行性条件时,则

称转化是合理的:

1) v 1 ∈V 是问题 É 的决策目标, 有 R (v 1) =

V ø{v 1};

2) v i, v j ∈V ,当 i = j 时, p ij = 0;当 i≠ j 时,

p ij × p j i = 0,且 p ij + p j i > 0 ( i, j = 1, 2,⋯, n ).

条件 1) 表明决策问题是一个互相关联的统一

体;条件 2) 表明决策因素不存在循环支配关系.

如果不满足条件 1) ,则决策问题需要分成若干

子系统进行讨论; 如果不满足条件 2) , 则可按如下

算法进行处理:

算法 1

1) 根据有向图G (V , E ) 作出其邻接矩阵A =

(a ij ).

2) 设 v 1 ∈V 是问题 É 的决策目标,若A 的第

1列全为 0,则转到 3) ;否则,对 Π j 令 a j1 = 0,再转

到 3).

3) 置 k = 1,A
(k ) = (ak

ij ) = A .

4) 根据邻接矩阵A
(k) = (ak

ij ) ,采用D ijk stra算

法求从 v i到 v j 的最短路径. 若ϖ i有最短路径,则得

到一个圈 (或有向环) ,记为Q k = {ek1, ek2,⋯, ekn},转

到 5) ;否则,转化成功并退出.

5) 在Q k = {ek1, ek2,⋯, ekn} 中寻找权值最小的

边,记为 ekm in ,不妨记Υ(ekm in) = (vm , v n). 令 ak
m n = 0,

若 v 1可达 v n ,则A
(k+ 1) = A

(k) , k = k + 1,转到 4) ;否

则,转到 6).

6) Q k = Q k ø{eik },若Q k = 5 ,则初始G (V , E ) 需

要修改并退出;否则,转到 5).

算法 1的基本思路是每次在有向图中找到一个

有向圈 (或有向环) ,采用贪婪的思想,每次去掉圈中

权值最小的边,直到有向图中没有有向圈和有向环.

经过算法 1的处理,决策问题 É 便转化成合理
的加权决策关系 G (V , E ) , 或需要重新调整初始

G (V , E ). 在调整过程中, 决策者需要检查初始

G (V , E ) 的支配关系和权重是否合理. 如果都很合

理,则说明决策问题各因素存在严重的依赖关系,无

法转换成递阶层次结构, 必须采用网络层次结构[4 ]

来处理.

D ijk st ra 算法的时间复杂度为O (n2) ,所以找到

一个圈的时间复杂度为O (n3) ; 在圈中找到最小且

可去掉的边的时间复杂度为O (n2) , 所以去掉一条

边的时间复杂度为O (n3) ×O (n2) = O (n5) ;去掉边

的次数最多可能重复 ûE û 次 (ûE û 为G (V , E ) 的边

数) ,故算法 1的时间复杂度为O (n6).

3　递阶层次决策指标体系构建算法
　　G (V , E ) 是决策问题É 的一个合理的加权决策
关系. 将G 转化为递阶层次结构的算法如下:

算法 2[1, 7 ]

1) 设G (V , E ) 为合理的加权决策关系,A 为其

邻接矩阵,求出可达矩阵 P = (p ij ).

2) 置 k = 1, P
(k ) = P.
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3) 分层:在 P
(k) 中找到全为 0的列,设其在 P

(k )

中的列号为 k 1, k 2,⋯, km , 求得 L k = {v k1, v k2,⋯,

v km },并记下它们的后项R (v k i) , i = 1, 2,⋯,m .

4) 从P
(k )中划去k 1, k 2,⋯, km 列及相应的行,保

持原有的行列序号,得到新矩阵 P
(k+ 1).

5) 判断P
(k+ 1) 是否为0矩阵或已收缩为0. 如果

是,则层次划分完毕,转到 6) ;否则, k = k + 1,转到

3).

6) 建立层间关系: 对决策因素 v i ∈L k ,其支配

的决策因素为

v′i =

R (v i) ∩L k+ 1, R (v i) ∩L k+ 1 ≠ 5 ;

R (v i) ∩L k+ l, R (v i) ∩L k+ j = 5 ,

　 R (v i) ∩L k+ l ≠ 5 (1 < j < l).

　　算法 2 首先要求可达矩阵, 其时间复杂度为

O (n4) ;每次分层的时间复杂度为O (n2) , 最多可分

为 ûV û 层 (ûV û 为G (V , E ) 的顶点数) ,故分层的时

间复杂度为 O (n3). 所以算法 2 的时间复杂度为

O (n4) + O (n3) = O (n4).

计算各准则判断矩阵的算法如下:

算法 3

1) 计算G (V , E ) 的可达矩阵 P = (p ij ).

2) 取 v c∈V ,A c = (ac
ij ) 为决策因素 v c的判断

矩阵. 若 ac
ij表示 v c的支配因素 vm 和 v n的相对权重,

则

ac
ij =

p cm öp cn , i > j;

1, i = j.

　　3) 求出判断矩阵A c = (ac
ij ) 的上三角元素的最

大值m ax (A c) 和最小值m in (A c). 若m ax (A c) ≤ 9,

则 v c 的判断矩阵即为A c = (ac
ij ) ,转到 4) ;否则令

ac
ij =

(ac
ij - m in (A c) ) × 8

m ax (A c) - m in (A c)
+ 1,

　m ax (A c) ≠m in (A c) , i > j;

1,m ax (A c) = m in (A c) , i > j;

1, i = j.

转到 4).

4) 对于Π ac
ij∈A c ( i > j ) ,若ac

ij≥ 1,则对a c
ij四

舍五入,并令 ac
j i = 1öac

ij;若 ac
ij < 1,则令 ac

j i = 1öa c
ij ,

对 ac
j i四舍五入,并令 ac

ij = 1öac
j i.

5) 判断A c 是否通过层次分析法的一致性检

验. 若通过一致性检验, 则转到 6) ; 否则, 调整 v c 支

配关系的权值,转到 1).

6) 令V = V ø{v c},若V = 5 ,则结束; 否则,转

到 2).

算法 3求一个判断矩阵的时间复杂度为O (n2).

由于要求每个决策因素的判断矩阵 (出度为 0 的点

除外) ,算法 3的时间复杂度为O (n3).

算法 3采用层次分析法中 1～ 9标度生成判断

矩阵, 采用其他标度方法完全类似 (若采用连续标

度,则不需要在第 4) 步进行四舍五入). 第 4) 步中

的四舍五入一般不会影响生成判断矩阵的一致性.

通过算法 2和算法 3,便可将决策问题的加权有

向图表示转化成标准的层次分析法的结构.

4　算　　例
　　设决策问题É 的加权决策关系G (V , E ) 如图2

所示.

图 2　加权决策关系

可以发现G (V , E ) 不满足可行性条件 2) ,经过

算法 1 处理后, G (V , E ) 变为 G′(V , E ) = G (V ,

E ø{v 6v 5}). 由定义 2可得到G′(V , E ) 的可达矩阵

P =

0 5 8 6. 3 6. 5 7. 0 6. 1 3. 6 9. 8 3. 7

0 0 0 5 7 3. 6 5. 4 3. 8 5. 9 2. 3

0 0 0 4 3 5. 5 2. 3 1. 6 3. 3 2. 2

0 0 0 0 0 0 0 0 4 2

0 0 0 0 0 4. 7 7 2 4. 7 1. 6

0 0 0 0 0 0 0 0 9 3

0 0 0 0 0 4 6 0 6 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.

　　由算法 2可得到图 3所示的递阶层次结构.

图 3　递阶层次结构

由算法 3得到各决策因素的判断矩阵如下:

v 1 =
1 1ö2

2 1
, v 2 =

1 1

1 1
,

v 3 =
1 1

1 1
, v 4 =

1 2

1ö2 1
,

v 5 =
1 4

1ö4 1
, v 6 =

1 3

1ö3 1
.

　　上述判断矩阵都是二阶的,故都通过了一致性
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检验.

5　通用智能评估系统介绍
　　通用智能评估软件系统 (CEC) ,是作者近期开

发并测试完成的一个基于群组A H P 的决策支持系

统. 前端开发语言为 C + + bu ilder 5. 0, 后台为

A ccess 2000数据库. CEC 主要由两个模块组成:

1) 递阶层次结构决策指标体系构建算法: 这方

面内容参见文献[ 1 ],作者所作的改进参见文献[ 7 ].

其主体是本文的算法 1～算法 3.

2) 群组决策排序、一致性和相容性检验: 该模

块包含常见的A H P 单排序和群组决策排序, 并支

持残缺判断矩阵,具体参见文献 [ 1 ]. 其中包括作者

最近研究的相容性最小排序、相容性修正算法及一

致性相容性和检验方法,具体参见文献[ 8, 9 ].

实际应用CEC 的步骤如下:

1) 给出决策问题É的加权决策关系G (V , E ) ;

2) 用算法 1 得到合理的加权决策关系G
′(V ,

E ) ;

3) 用算法 2生成递阶层次结构;

4) 用算法 3生成初始判断矩阵;

5) 用文献[ 11 ]的方法群决策调整指标权重;

6) 用文献[ 8 ]的方法检验专家判断矩阵一致性

和群组决策相容性.

下面以区域技术创新能力评价为例加以说明.

区域技术创新指标体系建立的背景是: 2000年全国

进行了 R & D 资源普查,收集了大量数据,重庆市

需要即时评价本市区域技术创新能力的现状,并与

兄弟省市进行比较. 课题背景及内容详见文献 [ 10,

11 ].

该系统是由作者及课题组成员采用CEC 共同

建立的. 经过对区域技术创新能力加权决策有向图

的多次调整, 用 CEC 生成的结构与图 4 大致一样

(细微之处作了微调). 限于篇幅,专家判断矩阵没有

给出,直接给出各指标的权重值,如图 4所示.

6　结　　语
　　本文利用算法 1～算法 3,将复杂的决策问题通

过有向图表示,转化为层次分析法标准的递阶层次

结构,并对每个决策因素给出一个推荐的判断矩阵.

图 4　区域技术创新能力评价指标体系
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在此基础上开发了通用智能评估软件系统 (CEC) ,

该系统已应用于区域技术创新、区域影响能力、概念

微型车造型等复杂的评价指标体系的建立. 上述工

作只是递阶层次结构决策指标体系构建的初步尝

试,更多的工作还有待于展开,特别是以下工作需要

研究:

1) 决策问题的决策因素多到什么程度使用本

文方法较为经济、合理,这与决策者的知识背景、民

族文化等具体因素有关,不同的决策者会有不同的

看法. 可采用心理学实验的方法进一步研究.

2) 算法 1的时间复杂度为O (n
6) ,有待进一步

改进,以设计出更好的算法.
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