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线性切换系统经周期切换渐近稳定性研究
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摘　要: 研究一类含有两个子系统的线性切换系统经周期切换渐近稳定问题. 首先给出了特殊周期切换,即等时切

换下线性切换系统渐近稳定的充要条件;然后将所得结论进行了推广,使之适合于一般的周期切换情形,并结合自适

应思想提出了实现系统周期切换的方法,使之能应用于工程实际. 特别指出,一个系统可经切换达到二次稳定的充要

条件是该系统可经周期切换渐近稳定. 对于一类线性切换系统,采用周期切换可使切换信号的设计变得相对简单. 仿

真结果表明了所提出的方法简洁而有效.
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Abstract: T he asymp to tical stab ilizat ion of sw itched linear system s w ith tw o subsystem s via periodic sw itch ing

sequences is discussed. A necessary and sufficien t condit ion is derived fo r sw itched linear system s to be

asymp to tically stab le. M o reover, a concrete m ethod is p ropo sed to design a periodic sw itch ing sequence. E specia lly

it is po in ted ou t that a system is quadratically stab le under a sw itch ing sequence if and on ly if the system is

asymp to tically stab le under a periodic sw itch ing sequence. T he p ropo sed theo rem s are conven ien t fo r judging

w hether a sw itched system is stab le o r no t under a periodic sw itch ing sequence. Sim ulations show that the p resen ted

m ethod is simp le and effective.
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1　引　　言
　　混杂系统是一类复杂系统,广泛存在于交通运

输、航空调度、工程技术等领域. 混杂系统既包含连

续动态又包含离散动态, 难以用传统的连续系统理

论或离散系统理论处理, 从而受到了国内外许多学

者的关注. 切换系统作为一类重要的混杂系统受到

了人们的高度重视,对其进行了广泛的研究,获得了

许多结果. 从切换策略角度看,人们较早地研究了任

意切换, 给出了任意切换下线性切换系统渐近稳定

的充分条件[1 ] , 即要求存在共同的正定矩阵 P , 使

A T
i P + PA i < 0, i = 1, 2,⋯,N . 然而实际中很少有

符合这种条件的系统存在. 文献 [ 2 ] 研究了周期性

切换, 给出了切换系统在周期性切换下渐近稳定的

充要条件. 依据该充要条件,渐近稳定性判定需计算

诸子系统过渡矩阵,这是一件十分繁重的工作. 线性

切换系统切换策略的构造还有许多方法, 较有代表



性的方法是LM I方法. 文献[ 3～ 5 ]使用LM I方法

给出了渐近稳定切换信号设计, 但其中多数结果要

求满足完备性条件. 若不满足完备性条件,则切换信

号设计相对复杂[6 ]. 文献 [ 7 ] 基于向量范数理论给

出了线性开关系统渐近稳定的充分条件, 但其定理

中的T 和 r不易找到. 文献[ 8 ]研究了准周期切换系

统,给出了系统稳定和鲁棒稳定的充分条件.

本文着重考虑线性切换系统研究中的一个关键

问题,即切换信号设计问题. 该问题至今尚未得到很

好解决, 没有发现行之有效的统一处理方法. 为此,

本文研究了线性切换系统的等时切换及周期切换问

题. 首先给出线性切换系统经等时切换渐近稳定的

充要条件;然后推广了该结论,使之适合于一般的周

期切换情形;接着提出了实现周期切换的具体方法,

使周期切换能真正适用于实际工程;最后特别指出,

一个系统可经切换二次稳定的充要条件是该系统可

经周期切换渐近稳定. 文中所研究的对象为一般线

性切换系统,所给定理条件容易判定,与文献[ 2 ] 中

的充要条件相比计算量小. 本文中的定理和方法适

于工程应用.

2　问题描述
　　研究如下系统经等时切换和周期切换的渐近

稳定问题:

xα= A ix , i = 1, 2. (1)

所使用的序列为

S = { (Σ,A 1) , (Σ,A 2) , (Σ,A 1) , (Σ,A 2) ,⋯}, (2)

S N =

{ (∆t1,A 1) , (∆t2,A 2) , (∆t1,A 1) , (∆t2,A 2) ,⋯}. (3)

其中: Σ, ∆ti ( i = 1, 2) 为时间间隔; 切换周期 T =

∑
2

i= 1

∆ti; {A i1,A i2} 遍取集合{A 1,A 2}; {∆tj ,A ij ) 表示

在 ∆tj 时间内,系统 (1) 沿 xα= A ijx 子系统运行, 切

换序列与系统 (1) 共同决定系统的运行状态.

3　主要结果
3. 1　渐近稳定性定理

引理 1[9 ]　设A ∈C n×n ,对任意Ε> 0存在可逆

矩阵 P ,使得

P - 1A P =

Κ1 b12 ⋯ b1n

Κ2 ⋯ b2n

ω �
Κn

,

且∑
n

i, j = 1
ûbij û < Ε.

引理 2[10 ] (凸组合命题)　存在切换序列使系统
(1) 为二次稳定的充要条件是存在 Αi ∈ (0, 1) ( i =

1, 2) ,且满足 Α1 + Α2 = 1,使得 Α1A 1 + Α2A 2 是稳定

矩阵.

定理 1　线性切换系统 (1) 经序列 (2) 等时切

换后渐近稳定于原点的充要条件是系统 xα= (A 1 +

A 2) x 渐近稳定于原点.

证明　设在整个证明过程中‖õ‖表示范数
‖õ‖∞,另设系统 (1) 和系统 xα= (A 1 + A 2) x 有相

同的初始值 x 0,则当系统 (1) 按等时切换序列 (2) 运

行时,其状态为 x ( t) = ⋯eA 2ΣeA 1ΣeA 2ΣeA 1Σx 0.

1) 充分性: 要证明系统 (1) 经序列 (2) 等时切

换后渐近稳定,只需证明

‖ (eA 2ΣeA 1Σ) nx 0 ‖→ 0, n →∞. (4)

因为

e (A 1+ A 2) Σ = I + (A 1 + A 2) Σ+
1
2

(A 1 +

A 2) 2Σ2 + (õ) Σ3, (5)

eA 2ΣeA 1Σ = I + (A 1 + A 2) Σ+
1
2

[A 2
1 +

2A 2A 1 + A 2
2 ]Σ2 + (õ) Σ3. (6)

所以 eA 2ΣeA 1Σ = e (A 1+ A 2) Σ +
1
2

[A 2A 1 - A 1A 2 ]Σ2 +

(õ) Σ3. 令

e (A 1+ A 2) Σ = A ,

1
2

[A 2A 1 - A 1A 2 ] + (õ) Σ= B (Σ) ,

则 eA 2Σ eA 1Σ = A + B (Σ) Σ2,从而可知

‖ (eA 2ΣeA 1Σ) n‖ =

‖ (e (A 1+ A 2) Σ + B (Σ) Σ2) n‖≤

(‖e (A 1+ A 2) Σ + B (Σ) Σ2‖) n ≤

(‖e (A 1+ A 2) Σ‖ + ‖B (Σ) Σ2‖) n.

因为B (Σ) 在区间[ 0, 1 ] 上连续, 所以B (Σ) 中各元

素有界,进而存在 b0 > 0使得‖b0 I‖ > ‖B (Σ)‖

成立. 令 Ρ = - m ax{R e (Κi (A 1 + A 2) ) }, 则根据充

分性条件知 Ρ > 0,再依据‖õ‖∞的定义和引理 1

可知,存在可逆矩阵 P 使

‖e (A 1+ A 2) Σ‖ = ‖P eJ ΣP - 1‖≤

‖P e- 1
2 ΡΣIP - 1‖ = ‖e- 1

2 ΡΣIP P - 1‖ = ‖e- 1
2 ΡΣI‖

成立,其中

J =

Κ1 b12 ⋯ b1n

Κ2 ⋯ b2n

ω �
Κn

,

且∑
n

i, j = 1
ûbij û < Ε. 于是可知

‖ (eA 2ΣeA 1Σ) n‖ <

(‖e- 1
2 ΡΣI‖ + ‖b0 I Σ2‖) n =

( (e- 1
2 ΡΣ + b0Σ2) k ) nök≈
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(e- 1
2 kΡΣ + b0kΣ2e- 1

2
(k- 1) ΡΣ) nök.

又注意到以下两个结果成立:

当 k > ln4öΡΣ时,有

e- 1
2 kΡΣI < 1ö2; (7)

对 Π k ,当 Σ满足 ln
Ρ

4b0Σ -
1
2

ΡΣ> 0时,有

b0kΣ2e- 1
2

(k - 1) ΡΣ < 1ö2. (8)

所以存在充分小的正数 Ε1,当 Σ满足 ln
Ρ

4b0Σ- ΡΣ>

0,而 k > ln (4öΡΣ) 时,有

lim
n→∞
‖ (eA 2ΣeA 1Σ) n‖≤ lim

n→∞
(1 - Ε1) nök = 0,

即式 (4) 成立.

2) 必要性: 设 x (0) = (d , d ,⋯, d ) T , d > 0,则

‖x (0)‖∞ = d ,对于给定的切换周期 T = 2Σ,应有

lim
n→∞

x (nT ) = 0,于是可知

lim
n→∞
‖e

1
2A 2T e

1
2A 1T⋯e

1
2A 2T e

1
2A 1T x (0)‖∞ =

lim
n→∞
‖e

1
2A 2T e

1
2A 1T⋯e

1
2A 2T e

1
2A 1T‖∞d = 0,

从 而 lim
n→∞

e
1
2A 2T e

1
2A 1T⋯e

1
2A 2T e

1
2A 1T = 0. 记 A

ω =

e
1
2A 2T e

1
2A 1T ,则存在酉矩阵G 使得

GHA
ω

G =

Κ1 0 ⋯ 0

Κ2 ω �

ω 0

3 Κn

,

　ûΚ1û ≥ ûΚ2û ≥⋯≥ ûΚnû.

因为

lim
n→∞

e
1
2A 2T e

1
2A 1T⋯e

1
2A 2T e

1
2A 1T =

lim
n→∞

G

Κn
1 0 ⋯ 0

Κn
2 ω �

ω 0

Κn
n

GH = 0,

所以 ‖A
ω‖F < 1, 进而知∑

N

i= 1
ûΚiû 2 < 1, 于是可得

ûΚiû 2 < 1, i = 1,⋯, n. 进一步注意到

A
ω = e

1
2A 2T e

1
2A 1T =

I +
1
2

(A 2 + A 1) T + o (T 2) ,

当 T 充分小时,略去 o (T 2) 项,则

det (ΚI - A
ω) =

det (Κ- 1) I -
T
2

(A 2 + A 1) ,

Κi
T
2

(A 2 + A 1) = Κi (A
ω) - 1,

所以

R e = Κi
T
2

(A 1 + A 2) < 0, i = 1,⋯, n ,

矩阵A 1 + A 2 渐近稳定. □

注 1　若系统 (1) 中,A 1和A 2满足可交换条件,

则定理 1结论对任意 Σ(Σ> 0) 都成立.

定理 2　系统 (1) 经周期切换 (3) 切换后渐近

稳定的充要条件是系统 xα= (Α1A 1 + Α2A 2) x 渐近稳

定,其中Αi是正整数且满足 ∆ti = ΑiΣ, i = 1, 2, ∆ti为

时间间隔.

应用定理 1可直接证明定理 2成立.

定理 3　系统 (1) 可经切换二次稳定的充要条

件是其可经周期切换序列 (3) 切换后渐近稳定.

应用定理 2和引理 2可直接证明定理 3成立.

3. 2　周期切换的实现

使用上述定理, 可判定一个切换系统能否经周

期切换渐近稳定. 下面给出实现周期切换的具体方

法. 给定切换系统 (1) 后,首先确定它稳定的凸组合

条件中的系数 Αi, i = 1, 2;然后对系统 xα= ΑiA ix ( i

= 1, 2) 采用自适应的方法进行等时切换,其实现方

法如图 1 所示. 图中: x 0 的初值为所给系统的初始

点; l, k 为自然数,可适当选取.

图 1　等时切换线性切换系统的方法

4　仿真例子
　　已知切换系统

xα= A 1x ,

xα= A 2x.

其中: A 1 =
1 0

0 - 3
,A 2 =

- 3ö4 - 0. 5

0 1ö4
. 显

图 2　系统的状态响应曲线
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图 3　系统的状态轨迹

然两个子系统均不稳定, 但系统 xα= (A 1 + 4A 2) x

渐近稳定. 依据上述定理,存在周期切换序列使切换

系统渐近稳定. 采取本文提出的自适应方法反馈镇

定,取等时切换的时间间隔Σ= 0. 1, l = 2, k = 1,初

始状态 (10, 12). 仿真结果如图 2和图 3所示,从图 2

和图 3可看出,切换系统渐近稳定,而且两个子系统

作周期切换.

5　结　　语
　　本文研究了线性切换系统经周期切换渐近稳定

问题,给出了线性切换系统经周期切换渐近稳定的

充要条件,以及周期切换的具体实现方法,并指出一

个系统可经切换二次稳定的充要条件是该系统可经

周期切换渐近稳定. 采用本文方法设计的切换信号

简单,可用于实际工程,所得结论还可直接用于各类

控制器的设计,具有理论与应用价值.
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