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Lagrange神经网络的稳定性分析
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摘　要: 若重新定义与不等式约束相关的乘子为正定函数,则在构造L agrange神经网络时,可直接使用处理等式约

束的方法处理不等式约束, 不需再用松驰变量将不等式约束转换为等式约束, 减小了网络实现的复杂程度. 利用

L iapunov一阶近似原理,严格分析了这类L agrange神经网络的局部稳定性;并采用L aSalle不变集原理,讨论其大范

围稳定性.
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Abstract: By redefin ing m ult ip lier associa ted w ith inequality constra in t as a po sit ive defin ite function of the

o riginally2defined m ult ip lier, it is no longer necessary to convert inequality constra in ts in to equality constra in ts by

slack variab les in o rder to reuse the m ethod dedicated to equality constra in ts fo r constructing L agrange neural

netw o rk s. T he local stab ility of the L agrange neural netw o rk s is p roved rigo rously w ith the first L iapunov

app rox im ation p rincip le. T he stab ility in the large is discussed based on the L aSalle invariance p rincip le.
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1　引　　言
　　Hopfield 于 1982 年提出了一种以其名字命名

的递推神经网络[1 ] ,并于1984年给出了由神经元构

成连续递归神经网络的基本原理[2 ]. 1985 年, 文献

[ 3 ]成功地应用Hopfield 网络求解了组合优化中著

名的N P 难题——旅行商问题 (T SP). 1986年,文献

[ 4 ]构造了一些简单的神经优化网络, 可用于实现

A öD 转换器、信号决策电路以及求解线性规划问
题. 上述这些工作开创了应用神经网络求解优化问

题的先河. 1988 年, Kennedy 等[5 ]应用罚函数原理,

设计了能求解线性和非线性规划的神经网络,但所

提出的神经网络主要用于解决带不等式约束的优化

问题,如将其直接应用于等式约束,则其实现电路有

两个反向耦合的二极管,不能正常工作. 另外,罚函

数法一般通过求解一系列罚参数逐渐增大的无约束

优化问题来逼近约束优化问题的解,或使用试凑法

确定罚参数和初始点,这在实际中显然不可行,而且

罚函数法还存在病态问题. 为了克服这些缺点,

Zhang 等[6 ]于1992年根据L agrange乘子思想,构建

了L agrange 神经网络. 然而,该神经网络在处理不

等式约束时需添加松弛变量将其转换为等式约束,

这意味着神经网络有较高的维数. 当然, 如果使用

L agrange 乘子法求解带不等式约束的非线性规划

问题,经简单的推导,可将松弛变量消掉. 但此时增

广L agrange函数仅分段二阶连续可微.

本文通过重新定义L agrange乘子,获得一种新

型的L agrange 神经网络. 其优点在于,能直接对不

等式约束进行处理,不需添加松弛变量将不等式约

束转换为等式约束,且增广L agrange函数与目标函

数和约束具有相同的光滑性[7, 8 ]. 文献 [ 9 ]应用该方



法构造了凸规划神经网络. 然而,上述工作对网络的

稳定性分析不够严格和深入.

本文利用L iapunov 一阶近似原理严格地分析

了网络的局部稳定性,并使用L aSalle 不变集原理,

揭示了网络的稳定机理,探讨了如何减弱收敛条件

和扩大收敛域.

2　Lagrange神经网络及其工作机理
　　考虑如下只有不等式约束的非线性规划问题:

m in f (x ) , sub ject to g (x ) ≤ 0. (1)

式中: f (x ) : , R n →R 和 g (x ) : R n →R m 分别是二阶

连续可微的标量和向量函数. 令 x 3 满足约束条件,

则 I (x 3 ) 表示对应 g i (x 3 ) = 0的 i的指标集,即

I (x 3 ) = { iûg i (x 3 ) = 0, i = 1, 2,⋯,m }.

如果梯度¨ g i (x 3 ) , i∈ I (x 3 ) 线性无关,则称x 3 为

正则点.

若L agrange函数定义为

L (x , u ) = f (x ) + ∑
m

i= 1
u 2

i g i (x ) , (2)

则 Karu sh2Kuhn2T ucker定理给出了问题最优解存

在的必要条件[10～ 13 ]:

定理 1 (Karu sh2Kuhn2T ucker定理)　设 x 3 是

问题 (1) 的局部最优解和正则点, 则存在唯一的向

量 u3 ,使得

¨ xL (x 3 , u3 ) = 0; (3)

u3
i g i (x 3 ) = 0, i = 1, 2,⋯,m , g (x 3 ) ≤ 0. (4)

　　下面,介绍一些基本概念:

　　若 g i (x 3 ) = 0,则称 g i (x ) 为起作用的约束;反

之,称其为不起作用的约束. (x 3 , u 3 ) 称为问题 (1)

的 KKT 对.

定义增广L agrange函数为

L c (x , u ) =

f (x ) + ∑
m

i= 1
u 2

i g i (x ) +
c
2∑

m

i= 1
u 2

i g
2
i (x ) , (5)

其中 c为正的罚参数.

设计L agrange 神经网络的目标是构造一个渐

近收敛于问题 (1) 的 KKT 对的连续时间动态系统.

该系统定义如下:

xα= - ¨ xL c (x , u ) ,

uαi = 2u ig i (x ) , i = 1, 2,⋯,m . (6)

　　根据式 (6) ,可获得乘子 u i 的解析表达式为

u i ( t) = u i (0) e∫
t

0
2g i

(x ) dt, i = 1, 2,⋯,m , (7)

其中初始乘子 u i (0) ≠ 0.

式 (7) 表明,如果 x 位于问题可行域之外,即至

少存在某个 i,使得g i (x ) > 0, 那么对应的乘子将按

指数增加. 因此,在增广L agrange函数中,含该乘子

的惩罚项将随着增大, 迫使轨迹 x ( t) 向使增广

L agrange 函数减小的方向移动, 即趋向可行域. 如

果 x 在可行域内,则乘子保持不变或按指数衰减到

零. 因此,如果系统渐近稳定,则轨迹 x ( t) 的极限点

最终将位于可行域内; 同时对应于不起作用的约束

的乘子将趋于零, 对应于起作用的约束的乘子趋于

某个常数.

由式 (6) 和上述分析,显然有下列结论:

命题 1　系统 (6) 的渐近稳定平衡点 (x 3 , u3 )

是问题 (1) 的 KKT 对.

3　Lagrange神经网络的稳定性分析
假设 1　令 x 3 是问题的正则点, 并存在向量

u3 ,满足

¨ xL (x 3 , u3 ) = 0, (8)

u3
i g i (x 3 ) = 0, i = 1, 2,⋯,m , (9)

其 中: g (x 3 ) ≤ 0, u3 ≠ 0. 且对于任何使得

¨ g i (x 3 ) T y = 0, i∈ I (x 3 ) 的非零向量,有

y T ¨ 2f (x 3 ) + ∑
m

i= 1

(u3
i ) 2¨ 2g i (x 3 ) y > 0.

另外,严格互补假设成立,即

u 3
i ≠ 0, Π i∈ I (x 3 ). (10)

　　二阶充分条件[10～ 14 ]　如果假设 1满足,则 x 3

是问题 (1) 的严格局部极小点.

为证明稳定性定理,先介绍一个引理[10, 11 ].

引理 1　令 P 是 n× n对称阵,Q 是 n× n半正

定对称阵. 设对任何满足Q x = 0的非零向量 x ,有

x T P x > 0,那么存在标量 c > 0,使 P + cQ > 0.

通过直接计算,增广L agrange函数对 x 的梯度

和H ess阵分别为

¨ xL c (x , u ) =

¨ f (x ) + ∑
m

i= 1

u 2
i ¨ g i (x ) +

c∑
m

i= 1
u 2

i g i (x ) ¨ g i (x ) =

¨ xL (x , u ) + c∑
m

i= 1
u 2

i g i (x ) ¨ g i (x ) ,

¨ 2
x xL c (x , u ) =

¨ 2
x xL (x , u ) + c∑

m

i= 1
u 2

i g i (x ) ¨ 2g i (x ) +

c∑
m

i= 1

u 2
i ¨ g i (x ) ¨ g i (x ) T.

　　若假设 1成立,则对任意 c,有

¨ xL c (x 3 , u 3 ) = 0. (11)

根据引理 1,存在 cγ > 0,使得

　　　¨ 2
x xL cγ (x 3 , u 3 ) =

　　　¨ 2
x xL (x 3 , u3 ) +

　　　cγ∑
m

i= 1

(u3
i ) 2¨ g i (x 3 ) ¨ g i (x 3 ) T > 0. (12)
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　　式 (11) 和 (12) 说明,对所有 c≥ cγ, x 3 是L c (õ,

u3 ) 的严格局部极小点.

命题 2　如果假设 1满足,且 c≥ cγ,则系统 (6)

是局部渐近指数稳定的.

证明　首先将系统在平衡点 (x 3 , u 3 ) 处线性

化. 根据一阶近似原理,系统在平衡点附近的性质完

全由线性化系统决定. 为研究方便,设前 s个不等式

约束是起作用的,相应的乘子向量表示为us;后m -

s个约束不起作用,相应的乘子向量用 u t 表示. 考虑

到 KKT 条件,推出线性化系统为

xα

uαs

uαt

= H

x - x 3

u s - u 3
s

u t - u 3
t

, (13)

其中

H =

- ¨ 2
x xL c (x 3 , u3 ) - ¨ g s (x 3 ) # (2u3

s ) 0

# (2u3
s ) ¨ g s (x 3 ) T 0 0

0 0 # (2g t (x 3 ) )

,

(14)

这里 # (õ) 表示由向量形成的对角化矩阵.

下面将表明矩阵H 的所有特征值的实部为负.

vH 表示复向量的共轭转置, R(Α) 表示复数的实部.

令Β是H 的特征值, P = (z T ,w T , y T ) 是非零特征向

量,则

R(P H H P ) =

R(Β) (ûz û 2 + ûw û 2 + ûy û 2). (15)

将上式左边展开,有

R(P H H P ) =

R{- z H ¨ 2
x xL c (x 3 , u 3 ) z +

y H # (2g t (x 3 ) ) y - z H ¨ g s (x 3 ) # (2u 3
s )w +

w H # (2u3
s ) ¨ g s (x 3 ) T z }. (16)

由于

R[z H ¨ g s (x 3 ) # (2u 3
s )w ] =

R[w H # (2u 3
s ) ¨ g s (x 3 ) T z ],

根据式 (15) 和 (16) ,有

R(Β) (ûz û 2 + ûw û 2 + ûy û 2) =

R[ - z H ¨ 2
x xL c (x 3 , u 3 ) z +

y H # (2g t (x 3 ) ) y ] ≤ 0. (17)

因此可以推出,或R(Β) < 0,或 z = 0, y = 0. 然而,

如果 z = 0, y = 0,那么,由方程

H

z

w

y

= Β
z

w

y

(18)

得出

- ¨ g s# (2u 3
s )w = 0. (19)

由于 ¨ g s (x 3 ) 是列满秩的,且 u3
s ≠ 0,根据上式可

得w = 0,与 P 为非零向量的假设矛盾,所以R(Β)

< 0. 这意味着,系统 (6) 是局部渐近指数稳定的. □

上述稳定性结论是局部的. 从实现的角度看,希

望所构造的L agrange 神经网络全局稳定或大范围

稳定. 下面根据L aSa lle不变集原理[15～ 17 ] ,进一步讨

论L agrange神经网络的稳定性.

考虑如下自治系统:

x = f (x ) , f ∶D →R n. (20)

式中: D 是 R n 中相连的开子集, f 局部L ip sch itz连

续.

定义 1　集合M 称为不变集,如果

x (0) ∈M → x ( t) ∈M , Π t∈R + . (21)

换言之,M 是由这样的点组成的集合, 若系统 (20)

的初始点 x (0) 属于M ,则其解 x ( t) 在将来的任何

时刻都在M 内.

LaSa lle不变集原理　令V ∶D →R 是连续可

微函数,设: 1)M < R 是不变紧集; 2) 在M 中,V
õ

≤

0; 3) E = {x ∈M ûV
õ

= 0}; 4) N 是E 中的最大不变

子集. 那么,当 t→∞时,任何始于M 中的解都趋于

N .

将增广L agrange函数选为L aSa lle不变集原理

中的V 函数, 为保证系统稳定, 应满足下列两个条

件:

条件 1　系统 (20) 的解包含在一个有界集M

内;

条件 2　在M 内,L
õ

c ≤ 0.

条件 1比较容易满足,可将系统 (20) 的解限制

在一个有界集内. 这个限制并不严, 因为一般情况

下,仅对问题的有界解感兴趣;其次,在很多场合,这

个条件自然满足,即系统 (20) 的解轨迹位于某个有

界集内.

下面讨论条件 2. 将增广L agrange 函数对时间

求导,得

L
õ

c = (5L cö5x ) Txα+ (5L cö5u ) T uα=

-
5L c

5u

2

+ 2∑
m

i= 1
u 2

i g
2
i (x ) [ 2 + cg i (x ) ]. (22)

式中:第 1 项总为负, 是系统的稳定因素; 第 2 项和

其中各项的作用分为 3种情况:

1) 若 g i (x ) > 0,则和式中相应的项为正,是系

统的不稳定因素. 它的作用是使惩罚作用增大,迫使

x 向可行域移动.

2) 如果 g i (x ) = 0,则和式中相应的项为零,不

影响稳定性.
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3) 如果 g i (x ) < 0, 这时又可分为两种情形:

①g i (x ) 为较大的负数,则选择合适的参数 c使相应

的项为负,为系统的稳定因素;②g i (x ) 为非常小的

负数,则相应的项变为正, 为系统的不稳定因素, 然

而,此时该项的值非常小,对稳定性的影响不大.

必须注意, 将系统 (20) 的解限制在有界集内,

在边界上可能有 xα≠- ¨ xL c (x , u ) ,导致式 (22) 中

第 1项不为负,影响系统的稳定性.

综上所述, 系统的稳定是多种因素综合作用的

结果. 如果将系统 (20) 的解限制在某一有界集内,

且保证在该有界集内增广L agrange 函数对时间的

导数小于或等于零,或在某时刻后这个条件成立,则

系统收敛. 一般而言,当 x 在问题的可行域内时, 较

大的 c有助于增加系统的稳定性,但较大的 c同时也

增强了系统的不稳定因素,可能导致系统不稳定. 所

以,必须适当地选择罚参数 c. 另外, 在使用L aSa lle

不变集原理讨论稳定性时, 不要求系统满足二阶充

分性条件和严格互补性. 因此,文中结论可推广到退

化情形以及正则性和ö或严格互补性条件不满足的
情形.

命题 3　若L aSalle定理中的条件满足,且 xα( t)

总等于增广L agrange函数的负梯度方向,即 xα= -

¨ xL c (x , u ) , 则系统的解收敛于问题 (1) 的 KKT

对.

证明　首先说明 x ( t) 的极限点 x 3 在可行域

内. 如果 x 3 不在可行域内,则至少存在某个 i,使得

g i (x 3 ) > 0. 那么,由g i (x ) 的连续性,相应的乘子将

趋于无穷大, 与乘子有界假设矛盾. 其次, 由于式

(22) 中两个组成项均为非正,若增广L agrange函数

对时间导数为零, 则可推出 5L c (x 3 , u 3 ) ö5x = 0 和

u ig i (x 3 ) = 0. 这说明, (x 3 , u 3 ) 是问题 (1) 的 KKT

对. □

4　结　　论
　　通过重新定义L agrange乘子,可获得一种新型

的非线性规划神经网络. 其优点在于可直接处理不

等式约束. 所构造的增广L agrange函数具有与目标

函数和约束相同的光滑性,且可用于求解退化以及

正则性和ö或严格互补性条件不满足的非线性规划
问题. 本文首先利用L iapunov 一阶近似原理说明了

只要非线性规划问题满足二阶充分条件,L agrange

神经网络就是局部渐近指数稳定性的; 然后使用

L aSalle 不变集原理, 分析了L agrange 神经网络的

工作机理. 从分析中可以看出, L agrange 神经网络

通过稳定因素与不稳定因素的共同作用,获得问题

(1)的最优解,两种因素对于求取最优解都是不可或

缺的; 然而,为使系统收敛,必须保证稳定因素最终

占优. 在设计L agrange 神经网络时,应考虑如何满

足这个要求,如使用其他类型的罚函数构造新的增

广L agrange函数,或当轨迹x ( t)位于不同区域时采

用不同的罚参数等.
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图 3　BPNN-PL S软测量模型预测值与分析值曲线

常规神经网络方法, 建立了BPNN 软测量模型, 该

模型为 3 层, 隐含层节点数为 16. 表 1 为采用

SVM 2PL S,BPNN 2PL S 和BPNN 方法建立的软测

量模型的训练与测试结果. 采用预测均方根误差作

为比较标准 (RM SE). RM SE 的定义为

RM SE =
1
l∑

l

i= 1

(y
δ

i - y i) 2. (7)

其中: y
δ

i为软测量模型预测输出值, y i为丙烯腈收率

人工分析值, l为数据长度.

表 1　不同软测量模型的 RM SE

SVM 2PL S BPNN 2PL S BPNN

T rain 4. 16e23 4. 74e23 6. 23e23

T est 5. 12e23 6. 17e23 7. 72e23

　　为了对采用 3种方法所建立的软测量模型的精

度进行定量比较,引入一新的指标 (打靶率) ,定义为

　　　　　　H R =
r
l
× 100◊ . (8)

其中: r 为丙烯腈收率软测量模型预测输出值误差

小于某一数值 (本文为 0. 7◊ ) 的数据个数, l为数据

长度. 表 2所示为不同软测量模型的打靶率.

表 2　不同软测量模型的打靶率

SVM 2PL S BPNN 2PL S BPNN

T rain 89 80 75

T est 84 74 69

　　从表1和表2可以看出,虽然3种模型基本上都

能满足工业应用要求, 但 SVM 2PL S 模型在推广能

力及模型精度上最好,BPNN 2PL S次之,BPNN 模型

性能最差. 这可解释为两类非线性 PL S方法集成了

PL S方法及SV R 或BPNN 的非线性处理强的特点,

而 SV R 能有效地克服神经网络方法中出现的过拟

合现象和局部最小点. 因此,混合 SVM 2PL S方法在

复杂工业过程建模中能得到很好的性能.

4　结　　论
　　本文提出了SV R 2PL S软测量建模方法,该方法

兼具了 SV R 和 PL S 的优点. SV R 在处理复杂非线

性数据关系上比神经网络等具有更多的优良性能,

因此 SV R 2PL S 模型的性能较BPNN 2PL S 的性能

好. 针对工业丙烯腈装置丙烯腈收率软测量建模的

对比研究也证明了这一点. 作为新的机器学习方法,

SV R 在理论和应用上都体现出优良的性能,将它与

其他方法 (如模糊技术、粗糙集技术和各种化学计量

法等)结合进行复杂工业过程的建模研究是值得重

视的研究方向.
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