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一 类 非 线 性 滤 波 器 —— UKF 综 述
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摘　要: 回顾了U KF 算法的发展,从一般意义讨论了U T 变换算法和采样策略的选择依据,并给出了U KF 算法描

述. 从条件函数和代价函数入手,在给出多种采样策略的基础上对U KF 采样策略进行了分析和比较. 最后对U KF

算法未来可能的研究方向进行了探讨.
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Abstract: T he advances of unscen ted Kalm an filter (U KF ) are first ly review ed. T he com bination of the Kalm an
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1　引　　言
　　在许多实际应用问题中,状态方程或量测方程

为非线性而噪声为非高斯情况时,滤波问题也表现

为非线性. 解决非线性滤波问题的最优方案需要得

到其条件后验概率的完整描述,然而这种精确的描

述需要无尽的参数而无法实际应用[1 ] ,为此人们提

出了大量次优的近似方法[2, 3 ]. 对于非线性滤波问题

的次优近似,有两大途径:

1)将非线性环节线性化,对高阶项采用忽略或

逼近措施;

2)用采样方法近似非线性分布.

对非线性函数进行线性化近似,对高阶项采用

忽略或逼近是解决非线性问题的传统途径. 其中最

广泛使用的是扩展卡尔曼滤波器 (EKF) [4, 5 ]. EKF

通过对非线性函数的T aylo r 展开式进行一阶线性

化截断, 从而将非线性问题转化为线性. 尽管EKF

得到了广泛的使用,但它存在如下不足:

1) 当非线性函数T aylo r 展开式的高阶项无法

忽略时,线性化会使系统产生较大的误差,甚至于滤

波器难以稳定[6 ];

2) 在许多实际问题中很难得到非线性函数的

雅克比矩阵求导;

3) EKF 需要求导, 所以必须清楚了解非线性

函数的具体形式,无法作到黑盒封装,从而难以模块

化应用.

目前,虽然对EKF 有众多的改进方法[2, 3, 7 ] ,如

高阶截断EKF [2, 7 ] ,迭代EKF [3 ]等,但这些缺陷仍然

难以克服.

由于近似非线性函数的概率密度分布比近似非

线性函数更容易,使用采样方法近似非线性分布来

解决非线性问题的途径在最近得到了人们的广泛关
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注. 粒子滤波器 (PF ) [8～ 10 ]使用参考分布, 随机产生

大量粒子; 然后将这些粒子通过非线性函数变换得

到的值, 通过一定的策略统计组合, 得到系统的估

计. 该方法解决了EKF 所存在的问题,但要得到高

精度的估计,需要较多数目的粒子,即使在二维、三

维情况下, 也要达到数以千计[11 ] , 从而产生较大的

计算量,很难满足实时性的需要. 同时,粒子经过迭

代后会产生退化问题. 尽管目前已有一些降低粒子

退化的方法,如重采样方法S IS 等[8, 10 ] ,但仍无法彻

底解决.

U KF [12～ 21 ]是另外一大类用采样策略逼近非线

性分布的方法. U KF 以U T 变换为基础,采用卡尔

曼线性滤波框架,具体采样形式为确定性采样,而非

PF 的随机采样. U KF 采样的粒子点 (一般称为

Sigm a 点)的个数很少,具体个数根据所选择的采样

策略而定. 最常用的是 2n + 1 个 Sigm a 点对称采

样[12 ]. U KF 的计算量基本与EKF 算法相当,但性能

优于 EKF [12 ] ,并且采用的是确定性采样,从而避免

了PF 的粒子点退化问题. 通过分析,U KF 算法具有

如下特点:

1) 对非线性函数的概率密度分布进行近似,而

不是对非线性函数进行近似;

2) 非线性分布统计量的计算精度至少达到 2

阶[13, 18 ] ,对于采用特殊的采样策略,如高斯分布4阶

采样和偏度采样等可达到更高阶精度[14 ];

3) 不需要求导计算Jacob ian 矩阵[12 ];

4) 可处理非加性噪声情况以及离散系统,扩展

了应用范围;

5) 计算量与EKF 同阶次[15 ];

6) 由于采用确定性采样策略,而非PF 的随机

采样,避免了粒子衰退问题.

由于U KF 的上述特点,U KF 日益得到关注,其

应用领域也不断扩展[22～ 74 ]. U KF 首先被应用于导

航、跟踪方面,如导弹再入问题[13, 24 ]、自治机器人定

位[25 ]、地面车辆导航[12, 20 ]和图像跟踪[29 ]等. 最近在

随机信号处理[28 ]、语音识别和增强[28, 30 ]等方面也有

应用. M erw e 将U KF 和目前流行的非线性估计算

法part icle f ilter方法结合,提出了un scen ted part icle

f ilter 算法[32 ]. Ju lier 在提出U KF 时使用的仿真实

例就是导弹再入问题,用U KF 处理状态方程中的强

非线性[13 ]. R ist ic对U KF 在导弹再入问题中的性能

进行了分析[24 ]. B runke 将U KF 用于自治机器人定

位,处理定位中的非线性变换问题[25 ]. Ju lier 用U KF

处理车辆导航中状态方程的强非线性[12, 20 ]. Cheng

等将U KF 算法应用于椭圆轮廓物体 (如人脸)的跟

踪中[29 ] , 取得了优于 EKF 的跟踪效果. 另外,

M ITR E 公司的研究人员将U KF 算法用于导弹发

射阶段参数估计问题[33 ] ,取得了比EKF 算法更好的

估计精度. Rom anenko 将U KF 应用于热化学反应

中[39 ];黄强宇将U KF 应用于小行星软着陆问题[49 ];

李培华将U KF 应用于复杂背景条件下的轮廓跟

踪[50 ]; Camp s等将U KF 应用于Caratheodo ry2fejer

多帧视觉跟踪[52 ]; C rassid is将U KF 用于飞机姿态

估计. 还有人将U KF 应用于CDM A 系统中,以处理

联合通道系数和时延[67 ]. 作者将U KF 的应用领域

扩展到空间配准问题,并结合具体配准问题对多种

采样策略进行了比较和分析[69 ] ,同时,还将U KF 应

用于多尺度估计,取得了较好效果.

U KF 最近在应用领域不断拓宽[12～ 67, 71～ 74 ], 但

对于U KF 的各种采样策略形式,尚没有较为深入的

分析,对于采样策略的分析已滞后于其应用研究. 为

此,本文回顾了U KF 算法的发展,从一般意义讨论

了U T 变换算法和采样策略选择依据, 并给出了

U KF 算法描述. 在U KF 算法中从条件函数和代价

函数入手,对不同的采样策略进行分析和比较. 最后

对U KF 算法未来可能的研究方向进行了讨论.

2　问题描述
　　考虑如下非线性系统:

x (k + 1) = f [x (k ) , u (k ) , v (k ) ], (1)

z (k ) = h [x (k ) , u (k ) ,w (k ) ]. (2)

式中: x (k ) 为 k时刻系统的n维状态向量, u (k ) 为输

入向量, v (k ) 为q维零均值过程噪声向量, z (k ) 为量

测向量,w (k ) 为m 维零均值量测噪声. v (k ) 与w (k )

线性无关,且满足

E {v ( i) v T ( j ) } = ∆ijQ ( i) , Π i, j;

E {w ( i)w T ( j ) } = ∆ijR ( i) , Π i, j.

　　卡尔曼滤波器在其更新规则中仅用到状态的

前两阶信息 (均值和协方差) , 因此卡尔曼滤波器具

有如下优点[68 ]:

1) 未知分布的均值和协方差的获得仅需要保

存较少的信息量,但却能支持大多数的操作过程,如

确定搜索目标的区域等;

2) 均值和协方差具有线性传递性;

3) 均值和协方差估计的集合能用来表征分布

的附加特征,例如重要模式等.

正是由于以上优点, 人们仍然希望在非线性滤

波方法中应用卡尔曼线性估计形式[2, 3, 7 ].

卡尔曼滤波包括两个步骤: 预测与更新. 假设

xδ( iû j ) 是利用从开始到 j 时刻的量测信息 Z j =

[z (1) ,⋯, z ( j ) ]而得到的 x ( i) 的估计,估计的协方

差为 P ( iû j ). 给定 x
δ(k ûk ) , 则预测与更新公式如

下[15 ]:
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预测方程为

x
δ(k + 1ûk ) =

E {f [x
δ(kûk ) , u (k ) , v (k ) ]ûZ k },

P (k + 1ûk ) =

E { (x (k + 1) - xδ(k + 1ûk ) ) (x (k +

1) - xδ(k + 1ûk ) ) T ûZ û k },

z
δ(k + 1ûk ) = E {h (x

δ(k + 1ûk ) ûZ k },

P vv (k + 1ûk ) =

E { (z (k + 1) - z
δ(k + 1ûk ) ) (z (k +

1) - z
δ(k + 1ûk ) ) T ûZ k }; (3)

更新方程为

v (k + 1) = z (k + 1) - zδ(k + 1ûk ) ,

W (k + 1) = P z v (k + 1ûk ) P - 1
vv (k + 1ûk ) ,

xδ(k + 1ûk + 1) =

xδ(k + 1ûk ) + W (k + 1) v (k + 1) ,

P (k + 1ûk + 1) =

P (k + 1ûk ) - W (k + 1) P vv (k +

1ûk )W T (k + 1). (4)

　　当可以获取预测方程中的数学期望值时,整个

更新方程均可以线性计算. 当 f (õ) 和 h (õ) 均为线

性时,则是完整的卡尔曼滤波公式. f (õ) 和 h (õ) 为

非线性时, 当只有已知条件 Z k 下的状态 x (k ) 的分

布时,才能得到上述统计量的值. 然而, 这种状态分

布却没有一般形式. 要应用卡尔曼线性滤波公式,则

问题可转化为下面针对均值和协方差估计的非线性

变换问题.

2. 1　均值和协方差的非线性变换

假设随机变量 x 为 n 维向量,均值为 xθ,协方差

为 P x x , 要预测m 维随机变量 y 的均值 yθ 和协方差

P y y , y 与 x 的关系由如下非线性变换定义:

y = f (x ). (5)

对式 (5) 在 xθ 点进行 T aylo r展开,有

y = f (xθ + e) =

f (xθ) + f
(1)

e1 +
f

(2)
e2

2!
+

f
(3)

e3

3!
+ ⋯. (6)

式中: f
( i) 为 x 在 xθ点的 i阶偏导值, e为 x 在 xθ的邻

域偏值. 则 y 的均值 yθ和协方差 P y y 为

yθ = E (y ) =

E f (xθ) + f
(1)

e1 +
f

(2)
e2

2!
+

f
(3)

e3

3!
+ ⋯ ,

P y y = E ( (y - yθ) (y - yθT ) ) =

E f
(1)

e1 +
f

(2)
e2

2!
+

f
(3)

e3

3!
+ ⋯ (õ) T . (7)

　　如果可以精确得到 f (õ) 的各阶偏导,则可以得

到 yθ和 P y y 的真实统计量. 但在实际系统中,这一点

是很难满足的,一般实际系统仅可获得 f (õ) 的前两

阶统计量. 因此,一般只能获取 yθ和 P y y 近似值.

对于 EKF 而言,仅用到 f (õ) 中 T aylo r展开式

的第 1项,得到 yθ和 P y y 的近似值为[2, 3 ]

yθ = f (xθ) ,

P y y = E (f
(1)

e1 õ (f
(1)

e1) T ) =

f
(1) õ P x x õ (f (1) ) T. (8)

　　在引言中介绍了EKF存在的不足,正是由于这

些不足,人们寻求 yθ 和 P y y 的更精确的近似. U T 变

换采用确定性采样策略,用多个粒子点逼近 f (õ) 的

概率密度分布,从而得到 yθ和 P y y 更高阶的近似.

2. 2　UT变换

U T 变换基于先验知识[12, 14 ]: 近似非线性函数

的概率密度分布比近似其函数更容易. 具体变换方

法可用图 1解释. 在确保采样均值和协方差为 xθ 和
P x x 的前提下, 选择一组点集 (Sigm a 点集) , 将非线

性变换应用于采样的每个 Sigm a 点, 得到非线性转

换后的点集. yθ 和 P y y 是变换后 Sigm a 点集的统计

量.

图 1　UT变换原理L TU [13～ 15 ]

为了说明问题, 下面给出一般意义下的U T 变

换算法 (可应用任何 Sigm a 采样策略). 一般意义下

U T 变换算法框架的步骤如下:

1) 根据输入变量x 的统计量xθ和P x x ,选择一种

Sigm a 点采样策略, 得到输入变量的 Sigm a 点集

{ς i}, i = 1,⋯,L ,以及对应的权值W m
i 和W c

i. 其中:

L 为所采用的采样策略的采样 Sigm a点个数,W m
i 为

均值加权所用权值,W c
i 为协方差加权所用权值. 如

果不采用比例修正,则W m
i = W c

i = W i.

2) 对所采样的输入变量 Sigm a 点集{ς i} 中的

每个 Sigm a点进行 f (õ) 非线性变换,得到变换后的

Sigm a 点集{y i}.

y i = f (ς i) , i = 1,⋯,L . (9)

　　3) 对变换后的变 Sigm a 点集{y i} 进行加权处

理,从而得到输出变量 y 的统计量 yθ 和 P y y. 具体的

权值仍然依据对输入变量 x 进行采样的各个 Sigm a

点的对应权值.

　　　　yθ = ∑
L - 1

i= 0
W m

i y i,

　　　　P y y = ∑
L - 1

i= 0
W c

i (y i - yθ) (y i - yθ) T. (10)
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　　文献[ 13, 18 ] 对U T 变化的精度给出了具体证

明,得到 yθ和 P y y 的近似值为

yθ = f (xθ) + E (f
(2)

e2) ,

P y y = f
(1) õ P x x õ (f (1) ) T. (11)

　　从式 (11) 可以看出,U KF 的均值精度较 EKF

高一阶 (噪声均值为零) ,U KF 方差与 EKF 同阶.

U T 变换的特点如下:

1) 对非线性函数的概率密度分布进行近似,而

不是对非线性函数进行近似, 不需要知道非线性函

数的显式表达式;

2) 非线性函数统计量的精度至少达到 2

阶[13, 18 ] ,对于采用特殊的采样策略,如高斯分布 4阶

采样和偏度采样等可达到更高阶精度[14 ];

3) 计算量与 EKF 同阶[15 ];

4) 不需要求导计算 Jacob ian 矩阵,可以处理非

可导的非线性函数.

在U T 变换算法中, 最重要的是确定 Sigm a 点

采样策略,也就是确定使用 Sigm a点的个数、位置以

及相应权值. Sigm a 点的选择应确保其抓住输入变

量 x 的最重要的特征. 假设 p x (x ) 是 x 的密度函数,

Sigm a 点选择遵循如下条件函数来确保其抓住 x 的

必要特征[13 ]:

g [ {ς i}, p x (x ) ] = 0. (12)

　　在满足如上条件的前提下, Sigm a 点的选择可

能仍有一定自由度. 代价函数 c[ {ς i}, p x (x ) ]可用来

进一步优化 Sigm a 点的选取[13 ]. 代价函数的目的是

进一步引入所需要的特征, 但并不要求完全满足所

引入特征. 随着代价函数值的增大,采样策略的精度

将降低. 将条件函数和代价函数结合起来,就可以得

到 Sigm a点采样策略的一般性选择依据:在 g [ {ς i},

p x (x ) ] = 0的条件下,最小化 c[ {ς i}, p x (x ) ] .

目前已有的 Sigm a 点采样策略有对称采

样[12～ 15 ]、单形采样[17, 20 ]、3 阶矩偏度采样[16 ] 以及高

斯分布 4阶矩对称采样等[14 ]. 其后,为了确保输出变

量 y 协方差的半正定性,提出了对上述基本采样策

略进行比例修正的算法框架[21 ]. 目前应用中最普遍

使用的还是对称采样以及应用比例修正框架的比例

对称采样.

3　UKF算法
　　在上述卡尔曼滤波算法中, 对于一步预测方

程,使用U T 变换来处理均值和协方差的非线性传

递,就成为U KF 算法[28, 68 ].

在 U KF 算法中,由于具有噪声项,需要对状态

进行扩维处理[28, 68 ]. 针对式 (1) 和 (2) 定义的系统,

令 x a = [x T　v T　w T ]T ,具体算法流程如下:

状态初始条件为

x
δ

0 = E (x 0) ,

P 0 = E ( (x 0 - x
δ

0) (x 0 - x
δ

0) T ) ; (13)

状态的初始条件扩维,即

x
δa

0 = E (x a
0) = [x

δ
0; 0; 0 ],

P a
0 = E ( (x a

0 - x
δa

0) (x a
0 - x

δa
0) T ) =

　 　

P 0 0 0

0 Q 0

0 0 R

. (14)

　　1) Sigm a 点采样

采用某种采样策略, 得到 k 时刻状态估计的

Sigm a点集{ςa
i (kûk ) }, i = 1,⋯,L ,其中L 为所采用

的采样策略的采样 Sigm a点个数. 需要注意的是,此

时的状态维数为n + q + m . ςx
i 为粒子 ςa

i 的前n维组

成的列向量, ςv
i 为粒子 ςa

i 的 n + 1维到 n + q维组成

的列向量, ςw
i 为粒子 ςa

i 的 n + q + 1维到 n + q +

m 维组成的列向量.

2) 预测方程

ςx
i (k + 1ûk ) =

f [ςx
i (k ûk ) , u (k ) , ς v

i (k ) ], (15a)

x
δ(k + 1ûk ) = ∑

L - 1

i= 0
W m

i ςx
i (k + 1ûk ) , (15b)

P (k + 1ûk ) =

∑
L - 1

i= 0
W c

i (ςx
i (k + 1ûk ) - x

δ(k +

1ûk ) ) (ς x
i (k + 1ûk ) - x

δ(k + 1ûk ) ) T , (15c)

z i (k + 1ûk ) =

h [ςx
i (k + 1ûk ) , u (k ) , ςw

i (k + 1) ], (15d)

zδ(k + 1ûk ) = ∑
L - 1

i= 0

W m
i z i (k + 1ûk ) , (15e)

P vv (k + 1ûk ) =

∑
L - 1

i= 0
W c

i (z i (k + 1ûk ) - z
δ(k +

1ûk ) ) (z i (k + 1ûk ) - z
δ(k + 1ûk ) ) T , (15f)

P x v (k + 1ûk ) =

∑
L - 1

i= 0
W c

i (ςx
i (k + 1ûk ) - xδ(k +

1ûk ) ) (z i (k + 1ûk ) - z
δ(k + 1ûk ) ) T. (15g)

　　3) 更新方程

W (k + 1) =

P x v (k + 1ûk ) P - 1
vv (k + 1ûk ) , (16a)

xδ(k + 1ûk + 1) =

xδ(k + 1ûk ) + W (k + 1) (z (k +

1) - zδ(k + 1ûk ) ) , (16b)

P (k + 1ûk + 1) =

P (k + 1ûk ) - W (k + 1) P vv (k +
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　　　　1ûk )W T (k + 1). (16c)

　　 在U KF 算法公式中, 状态是按扩维处理的,

Sigm a 粒子的个数会比较多. 以对称采样为例,L =

2 (n + q + m ) + 1. 随着维数的增大,计算量上升得

比较快.

当系统过程噪声w (k ) 和量测噪声 v (k ) 为加性

噪声时, 针对加性噪声, 可以得到简化 U KF 算

法[28 ]. 简化U KF 算法只对状态进行 Sigm a 点采样,

而将过程噪声和量测噪声的信息提出来处理[28 ].

从处理一般情况的扩维U KF 算法和处理加性

噪声的简化U KF 看,加性噪声简化U KF 的 Sigm a

点较处理一般情况的扩维U KF要少许多. 对于对称

采样,简化U KF 的 Sigm a点个数为L = 2n + 1,非

简化U KF为L = 2 (n + q + m ) + 1. 对于单形采样

而言,简化U KF的Sigm a点个数为L = n + 2,非简

化U KF为L = (n + q + m ) + 2. 由上述分析可知,

简化U KF 的计算量较之扩维U KF 大大降低.

在上述U KF算法中,应用不同采样策略的区别

仅在于算法的第 1) 步和后续计算的 Sigm a 点个数

L . 下面给出U KF 算法中采用不同采样策略的讨

论.

3. 1　对称采样[15 ]

在仅考虑 x 的均值 xθ和协方差P x x的情况下,将

xθ和P x x由L = 2n + 1个对称Sigm a点近似,得到条

件函数

g [ ({ς i}, p x (x ) ] =

∑
2n

i= 0
W i - 1

∑
2n

i= 0
W iς i - xθ

∑
2n

i= 0
W i (ς i - xθ) (ς i - xθ) T - P x x

.

求解得到 Sigm a 点为

{ς i} = [xθ　xθ + Χ P x x　xθ - Χ P x x ],　

(17)

其中 Χ= n + ϑ. 对应的权值为

W i =
ϑö(n + ϑ) , i = 0,

1ö2 (n + ϑ) , i≠ 0.
(18)

其中: ϑ为比例参数,可用于调节 Sigm a 点和 xθ 的距

离, 仅影响二阶之后的高阶矩带来的偏差;

( (n + ϑ) P x x ) i为 (n + ϑ) P x x 的平方根矩阵的第 i

行或列;W i为第 i个Sigm a点权值,且有∑
2n

i= 0
W i = 1.

对称采样的计算量基本与 EKF 相当,均为O (n3).

在对称采样中, S igm a 点除中心点外, 其他

Sigm a 点的权值相同,且到中心点的距离也相同. 这

说明在对称性采样中,除中心点外的所有 Sigm a 点

具有相同的重要性,而且从 Sigm a 点的分布可以看

到, Sigm a 点是空间中心对称和轴对称的. 对称采样

确保任意分布的近似精度达到T aylo r展开式2阶截

断. 这种Sigm a点选取策略使得高于1阶的x 奇次中

心矩为 0. 这一点使其比较吻合高斯分布的特征,对

于高斯分布,可达到 T aylo r展开式 3阶截断. 对于 ϑ

值的选取,应进一步考虑 x 分布的高阶矩,也就是考

虑代价函数 c[ {ς i}, p x (x ) ]. 对于高斯分布, 考虑 4

阶矩的统计量,求解 c[ {ς i}, p x (x ) ] = 0得到 ϑ的有

效选取为 n + ϑ= 3[15 ]. 由于 ϑ值可取正值或负值,

当ϑ为负时,无法保证式 (32) 的半正定性. 对式 (29)

进行如下修改[18 ]:

P vv = ∑
L - 1

i= 0
W c

i (z i - z 0) (z i - z 0) T. (19)

3. 2　单形采样[17, 20 ]

在对称采样中, Sigm a点的个数为L = 2n + 1.

在对实时性要求比较高的系统中, 要求进一步减少

Sigm a 点的数目,从而降低计算负载. 根据文献[ 20 ]

的分析,对于一个 n 维分布状态空间,最少需要 n +

1个点才能确定. 在单形采样策略中, Sigm a 点的个

数为L = n + 2 (考虑中心点). 需要注意的是,在单

形采样策略中, Sigm a 点分布不是中心对称的. 目前

的单形采样策略有两种:最小偏度单形采样[20 ] 和超

球体单形采样[17 ].

最小偏度单形采样要求在匹配前两阶矩的前提

下使得 3阶矩 (即偏度) 最小. 根据这一要求,代入前

面所给出的 Sigm a 点采样策略的选择依据: 在

g [ (ς i}, p x (x ) ] = 0 的条件下, 最小化 c[ {ς i},

p x (x ) ],求解得到 Sigm a 点集如下[20 ]:

1) 选择 0≤W 0 < 1.

2) Sigm a 权值为

W i =

1 - W 0

2n , i = 1, 2;

2 i- 1W 1, i = 3,⋯,L .

(20)

　　3) 迭代初始向量 (对应于状态为 1维情况)

ς1
0 = [ 0 ], ς1

1 = -
1

2W 1

, ς1
2 =

1

2W 1

.

(21)

　　4) 对于输入维数 j = 2,⋯, n 时,迭代公式为
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ς j+ 1
i =

ς j
0

0
, i = 0;

ς j
i

-
1

2W j + 1

, i = 1,⋯, j;

0

1

2W j + 1

, i = j + 1.

(22)

　　5) 对所生成的Sigm a点加入x 的均值和协方差

信息

ς i = xθ + ( P x x ) ς j
i. (23)

　　由上述采样点公式, 在最小偏度单形采样中,

所选择的 Sigm a 点的权值和距离都是不同的, 也就

是说各个 Sigm a 点的重要性是不同的. 低维扩维形

成的 Sigm a点的权重较高维直接形成的 Sigm a点权

重大, 而且距中心点更近. 随着维数的增大, 有些

Sigm a 点的权值会变得很小, 距中心点的距离也会

很远. 最小偏度单形采样的 Sigm a 点分布不是中心

对称的,但服从轴对称. 公式推导是依照 3阶矩为 0

进行推导的,也就是分布的 3阶矩为 0,确保了对于

任意分布达到 2 阶截断精度, 对于高斯分布达到 3

阶截断精度.

超球体单形采样只要求匹配前两阶矩, 但要求

除中心点外的其他 Sigm a 点权值相同, 而且与中心

点距离相同. 在如上要求下, Sigm a 点分布在空间上

呈现超球体状,所以称之为超球体单形采样. 将上述

条件代入 g [ {ς i}, p x (x ) ] = 0中,可确定Sigm a点如

下[17 ]:

1) 选择 0≤W 0 < 1.

2) Sigm a 权值为

W i = (1 - W 0) ö(n + 1). (24)

　　3) 迭代初始向量 (对应于状态为 1维情况)

ς1
0 = [ 0 ], ς1

1 = -
1

2W 1

, ς 1
2 =

1

2W 1

.

(25)

　　4) 对于输入维数 j = 2,⋯, n 时,迭代公式为

ς j
i =

ς j - 1
0

0
, i = 0;

ς j - 1
i

-
1

j ( j + 1)W 1

, i = 1,⋯, j;

0

1

j ( j + 1)W 1

, i = j + 1.

(26)

　　5) 对所生成的Sigm a点加入x 的均值和协方差

信息

ς i = xθ + ( P x x ) ς j
i. (27)

　　由上述采样点公式, 在超球体单形采样中, 除

中心点外的所有 Sigm a点的权值和到中心点的距离

是相同的. 这说明除中心点外的所有 Sigm a 点具有

相同的重要性. 超球体单形采样不是中心对称的. 公

式推导是依照前两阶矩进行推导的, 推导中分布的

3阶矩不为 0,确保了对于任意分布达到 2阶截断精

度,对于高斯分布也不例外. 显然, 如果分布是高斯

分布, 对称采样以及最小偏度采样的精度高于超球

体采样 1阶.

当输入变量的维数 n = 1 时, 最小偏度采样和

超球体采样的 Sigm a 点分布是一致的. 在单形采样

中, 仅需确定的参数为W 0, 也就是 x 的均值点的

Sigm a 点权值. 当W 0 = 0时,说明没有使用均值点

的 Sigm a 点,L 退化为 n + 1个 Sigm a 点.

3. 3　比例修正[21 ]

上述采样中, Sigm a点到中心xθ的距离随x 的维

数的增加而越来越远,会产生采样的非局部效应,对

于许多非线性函数 (如指数函数和三角函数等) 会

产生一些问题,如 ϑ为负,则导致式 (6) 半正定性不

满足[21 ]. 尽管有修正算法[18 ] , 但该方法要用到高阶

矩信息, 而且仅验证了对于对称采样策略修正的有

效性, 对其他采样策略 (如单形采样) 则无法保证.

文献[ 21 ] 提出了比例采样,可有效地解决采样非局

部效应问题,并可适用于修正多种采样策略. 比例采

样修正算法如下:

ς′i = ς0 + Α(ς i - ς0) ;

W m
i =

W 0öΑ2 + (1öΑ2 - 1) , i = 0,

W iöΑ2, i≠ 0;

W c
i =

W m
0 + (W 0 + 1 + Β - Α2) , i = 0,

W m
i , i≠ 0.

(28)

式中: Α为正值的比例缩放因子,可通过调整 Α的取
值来调节 Sigm a 点与 xθ 的距离; Β为引入 f (õ) 高阶

项信息的参数, 当不使用 f (õ) 高阶项信息时, Β =

2[21 ].

将比例修正算法应用于对称采样中, 得到比例

对称采样方法[28 ]. 具体的 Sigm a 点采样公式为

{ς i} = [xθ　xθ + Χ P x x　xθ - Χ P x x ]. 　

(29)

式中: Κ= n + Κ, Κ= Α2 (n + ϑ) - n.

W m
i =

Κö(n + Κ) , i = 0,

1ö2 (n + Κ) , i≠ 0;
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W c
i =

Κö(n + Κ) + (1 - Α2 + Β) , i = 0,

1ö2 (n + Κ) , i≠ 0.

　　比例对称采样中需要确定Α, Β和ϑ共3个参数.

文献[ 28 ]给出了参数确定的一般取值范围: Α确定 xθ

周围 Sigm a点的分布,通常设为一个较小的正数 (例

如 1 > Α≥1e- 4) ;对于高斯分布, Β= 2是最优的;而

ϑ是一个比例参数,通常设置为 0或 3 - n.

3. 4　其他采样策略

针对输入变量为高斯分布情况, 为了进一步提

高精度,文献[ 14 ] 给出了一种高斯分布 4阶矩对称

采样方法,使用L = 2n2 + 1个 Sigm a点近似,其计

算复杂度为O (n4). 该方法将精度提高到 4阶矩,将

误差限制于 6阶矩,但计算量也增大了许多.

对于达到任意分布的3阶精度, Ju lier [16 ]给出了

利用 3阶矩信息的偏度采样的方法, 以保证前 3 阶

矩精度. 但计算过于复杂,目前很少使用.

4　展　　望
　　U KF 算法及其基础U T 变换是一个较新的研

究领域,目前虽取得了一些理论成果 (如多种采样策

略[12～ 21 ]、U T 变换的精度证明[18 ]等) ,但尚有以下几

方面问题值得关注:

1) 对U KF 算法的稳定性问题进行研究. 目前

虽然可以得到U T 变换的精确证明,但对于U T 变化

与卡尔曼滤波相结合来处理非线性问题的U KF 算

法尚不能象EKF 那样给出稳定性分析.

2 ) U KF 算法和U T 变换在处理非线性问题时

具有普遍性. 如果针对特定的一类非线性问题,则有

可能利用一些特定领域的知识,以获取这一类具体

问题更为有效的解决方法.

3) 采样策略自适应研究. 可根据系统的性能指

标 (计算复杂度、精度要求和存储量等)对采样策略

进行自适应选取,从而将滤波问题转化为优化问题.

4) 研究U KF 算法的复杂度和性能分析.

5　结　　语
　　本文对U KF 算法的优点进行了分析和总结,对

其应用领域进行了讨论. 并从条件函数和代价函数

入手,对目前几种典型的采样策略以及Sigm a 点的

分布特征进行了分析和探讨,给出了U KF 算法应用

具体采样策略的优缺点. 随着研究的进一步深入,

U KF 算法将应用到更多的领域. 需要指出的是,目

前国内已有不少学者在这一领域开展了卓有成效的

工作[29, 49, 50, 71～ 74 ] ,但大多属于U KF 的应用研究.
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5　结　　论
　　本文提出的智能群体模型的建立仅依赖于相互

可检测到的个体之间的局部信息. 对于任意规模、随

机分布的智能群体,只要群体内个体之间存在任意

一条可观测链,采用本文提出的个体局部控制算法,

便能实现群体的稳定全局集聚行为,体现出了较强

的简单性、适应性、鲁棒性以及可扩展性.
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