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一类多输入多输出网络控制系统的稳定性分析
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摘　要: 研究了具有分布时延、有界输入的多输入多输出网络控制系统的建模和稳定性问题. 基于线性时不变对象,

建立了系统的数学模型. 利用李雅普诺夫第 2方法和线性矩阵不等式描述,分析了系统的渐近稳定性,导出了与时延

相关的系统渐近稳定判据,同时得到了系统稳定运行的最大允许时延. 系统渐近稳定的最大允许时延可用M atlab

LM I工具箱从稳定判据获得. 仿真算例表明稳定判据是可行的.
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Abstract: T he issue of modeling and stab ility fo r m ult i2inpu t and m ulti2outpu t netw o rked con tro l system s w ith

distribu ted tim e2delay and bounded inpu t is researched. M athem atic model of the system is developed based on linear

t im e2invarian t p lan t. A symp to tical stab ility of the system is analyzed using the 2nd L yapunov m ethod and linear

m atrix inequalit ies fo rm ulation, and criteria of delay2dependen t asymp to tical stab ility fo r system s are derived. T he

m axim um allow able delay bound of netw o rked con tro l system s fo r stab ility is ob tained. T he m axim um allow able

delay bounds can be calcu la ted using the M atlab LM I too lbox from the stab ility criteria. Sim ulation examp les show

that the stab ility criterion is feasib le.
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1　引　　言
　　近年来,通过网络将分布于不同地理空间的控

制器、传感器和执行器等系统部件连接起来,满足一

定性能指标的网络控制系统 (N CS)已得到广泛应

用. 传统的集中式点对点控制方式已不能满足系统

分布控制、综合诊断、维护快速容易、低造价等新的

需求. N CS 中的传感器、执行器与控制器之间通过

网络交互信息时,随着网络通信协议的不同,将产生

不同类型的时延. 传统的控制理论不再适用于N CS,

N CS 的分析和设计更具挑战性. 其中, 系统建模和

稳定性研究是分析N CS 性能、设计控制规律的基

础,已有许多研究成果[1～ 8 ] ,但大多研究都针对单输

入单输出系统,而且稳定性分析通常假定网络只存

在于传感器与控制器之间. 而在实际N CS 中,时延

往往是分布的、时变的, 与此相关的研究尚不多

见[4, 8, 9 ]. 并且, 实际控制对象常常要求控制输入有

界,不能超出给定的幅值,以满足控制对象安全、可

靠运行的实际需求.

本文研究了具有分布时延、对象控制输入有界

的多输入多输出 (M IM O )N CS,建立了M IM O 状态



反馈N CS 数学模型,并进行了系统的稳定性分析,

给出了与时延相关的系统渐近稳定判据,同时得到

了系统稳定运行的最大允许时延. 最后给出了仿真

算例,说明了稳定判据的可行性.

2　问题描述
　　由多个分布的传感器、执行器和控制器组成的

具有分布时延的N CS系统结构如图 1所示[5 ]. 图中:

x p ( t) 为对象状态; um
p , x m

p 分别为回路m 的执行器输

入和传感器输出; um
c 为回路m 的控制器输出; Σm

sc, Σm
ca

分别为回路m 中传感器到控制器的时延和控制器

到执行器的时延. 时延有可能恒定、时变或随机, 取

决于通信网络的通信协议. 对于采用CSM A öCD 协

议的以太网, 时延随机且无上界; 对于采用 CAN

Bu s协议的网络, 时延随机有上界; 对于采用 IEEE

802. 4协议的令牌传递网络, 时延是确定、周期、有

上界的[6, 7 ].

图 1　具有分布式时延的多输入多输出 NCS系统结构

假定 1　传感器时钟驱动,以周期 T 采样. 时钟

同步通过软件方式实现, 即由控制器通过网络发送

高优先级的时钟同步信号.

假定 2　控制器和执行器事件驱动. 即控制器

收到全部传感器采样信号后立即进行计算, 并发送

给执行器; 执行器收到控制信号后立即执行控制命

令.

假定 3　 控制器输出幅值不超过给定的最大

值,保证对象输入幅值有上界.

假定 4　数据单包传输,无数据包丢失.

假定 5　传感器、控制器和执行器处理数据的

时间忽略不计. 回路 j 的时延 Σj
sc 和 Σj

ca 可以是恒定、

随机,但有上界,最大时延分别为 Σj
sc,m ax 和 Σj

ca,m ax, 且

满足 0≤ Σj
sc ≤ Σj

sc,m ax , 0≤ Σj
ca ≤ Σj

ca,m ax.

在上述N CS 中, 每个传感器、执行器与控制器

组成单个控制回路, 具有多个控制回路的节点可看

作各单个回路的节点之和[8 ]. 每个回路看成一个子

系统,整个系统的分析可转变为单个子系统的分析.

3　NCS的数学模型
　　回路 j 的线性对象状态方程表示为

xαj
p ( t) = A j

p x j
p ( t) + B j

p u j
p ( t). (1)

其中: u j
p ( t) ∈R N j

A , x j
p ( t) ∈ R N j

P 分别为对象的输入

和状态; N j
A ,N j

P 分别为回路 j 中执行器、传感器维

数; A j
p ,B j

p 为回路 j 中具有相应维数的常量矩阵.

回路 j 的控制器输出 u j
c (õ) 具有如下约束:

u j
c ( t) = sat (K jx j

p ( t - Σj
sc) ) , (2)

sa t (K jx j
p ( t - Σj

sc) ) =

u j
m ax , K jx j

p ( t - z j
sc) ≥ u j

m ax (õ) ;

K jx j
p ( t - Σj

sc) , ûK jx j
p ( t - z j

sc) û < u j
m ax (õ) ;

- u j
m ax , K jx j

p ( t - z j
sc) ≤- u j

m ax (õ).

(3)

其中: u j
c ( t) ∈R N j

A , K j为保证回路 j稳定的控制器增

益,是具有相应维数的常量矩阵.

定义实函数 g j (x (õ) ) 为

g j (x (õ) ) =

1, ûK j x j
p ( t - z j

sc) û ≤ u j
cm axK jx j

p ( t - z j
sc) ;

u j
cm ax

K jx j
p ( t - z j

sc) û , ûK jx j
p ( t - z j

sc) û > u j
cm ax.

(4)

显然, g j (x j
p (õ) ) ∈ (0, 1 ]是时变的,简记为 g j ,则回

路 j 的状态反馈控制器方程可写为

u j
c ( t) = g jK jx j

p ( t - Σj
sc) ; (5)

回路 j 的控制器到执行器网络时延方程为

u j
p ( t) = u j

c ( t - Σj
ca). (6)

结合式 (5) , (6) 和 (1) ,并令整个回路时延为Σj ,则回

路 j 的闭环子系统方程为

xαj
p ( t) = A j

p x j
p ( t) + g jB j

p K jx j
p ( t - Σj ). (7)

其中: Σj = Σj
sc + Σj

ca , 0≤ Σj ≤ Σj
sc,m ax + Σj

ca,m ax = Σλj ,即

Σj ∈ [ 0, Σλj ],实数 g j ∈ (0, 1 ].

具有m 个子系统的M IM O 网络控制系统的数

学模型为

x
Η

( t) = 5 xθ ( t) + 7 xθ ( t - Σj ) ,

j = 1, 2,⋯,m . (8)

其中

xθ ( t) = [ (x 1
p ( t) ) T　⋯　 (x m

p ( t) ) T ]T ,

5 =

A 1
p

ω
A m

p

,

7 =

g 1B 1
p K 1

ω
gmB m

p K m

.

　　对于系统 (8) ,若各子系统稳定,则整个M IM O

系统稳定. 这样,整个系统的稳定分析可转变为子系

统的稳定分析. 采用该方法, 可使由式 (8) 表示的

M IM O 网络控制系统的稳定性分析大大简化.

4　NCS的稳定性分析
　　为分析方便,单个子系统方程表示如下:
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　　　　xαp ( t) = A p x p ( t) + gB p K x p ( t - Σ) ,

　　　　x p ( t) = <( t) , t∈ [ - Σλ, 0 ]. (9)

其中: x p ( t) ∈R n为状态; A p , K 和B p 为具有相应维

数的常数矩阵; Σ为子系统整个回路的时延, 0 < Σ≤
Σm ax = Σλ; Σλ为子系统整个回路最大时延; g 为满足 0

< g ≤ 1的时变实数; <(õ) 为初始条件.

定义1　对于N CS子系统 (9) ,如果存在一个具

有连续一阶导数的泛函V (x p ( t) ) , 满足如下条件:

1) V (x p ( t) ) 为正定; 2) V (x p ( t) ) 沿式 (9) 的导数为

负半定; 3) 当‖x p ( t)‖→∞时,有V (x p ( t) ) →∞.

则,N CS子系统 (9) 对于初始条件是渐近稳定的.

引理 1[10 ]　 对任意适当维数向量 a, b 和矩阵

N , X , Y , Z ,其中X 和 Z 是对称的,若
X Y

Y T Z
≥ 0,

则

- 2aTN b≤

inf
X , Y , Z

a

b

T X Y - N

Y T - N T Z

a

b
. (10)

　　引理 2[10 ] (Schu r补性质)　对称阵

S =
S 11 S 12

S T
12 S 22

,

其中 S 11, S 12, S 22 为块阵, S 11 为方阵, 以下 3 个条件

等价:

1) S < 0;

2) S 22 < 0, S 11 - S 12S
- 1
22 S T

12 < 0;

3) S 11 < 0, S 22 - S T
12S

- 1
11 S 12 < 0.

定理 1 (渐近稳定判据)　 如果存在正定矩阵

P ,对称矩阵Q , X , Z 及矩阵Y ,实数g∈ (0, 1 ],满足

X Y

Y T Z
≥ 0,

M g PB p K - Y ΣλA T
p Z

(g PB p K - Y ) T - Q Σλg K TB T
p Z

ΣλZA p g ΣλZB p K - ΣλZ

≤ 0,

(11)

其中M = PA p + A T
p P + Y + Y T + ΣλX + Q ,则对

于任意时延 Σ∈ [ 0, Σλ],子系统 (9) 渐近稳定.

证明　选择满足式 (11) 的矩阵P ,Q 和Z ,定义

L yapunov2K rasovsk ii泛函

V (x p ( t) ) = V 1 + V 2 + V 3, (12)

对于系统 (9) 的初始条件是正定的,其中

V 1 = x T
p ( t) P x p ( t) , (13)

V 2 =∫
0

- Σ∫
t

t+ Β
xαT

p (Α) Z xαp (Α) dΑdΒ, (14)

V 3 =∫
t

t- Σ
x T

p (Α)Q x p (Α) dΑ. (15)

由于x p ( t - Σ) = x p ( t) -∫
t

t- Σ
xαp (Α) dΑ,方程 (9) 又可

写为

xαp ( t) =

(A p + gB p K ) x p ( t) - gB p K∫
t

t- Σ
xαp (Α) dΑ. (16)

V 1 沿式 (16) 的导数为

Vα
1 = 2x T

p ( t) P (A p + gB p K ) x p ( t) -

∫
t

t- Σ
2g x T

p ( t) PB p K xαp (Α) dΑ. (17)

令 a = x p ( t) , b = xαp (Α) ,N = g PB p K ,代入引理 1,

得

- 2x T
p ( t) g PB p K xαp (Α) ≤

x p ( t)

xαp (Α)

T X Y - g PB p K

(Y - g PB p K ) T Z
×

x p ( t)

xαp (a)
.

将上式代入式 (17) ,经整理,有

Vα
1 ≤

x T
p ( t) (PA p + A T

p P + ΣX + Y +

Y T ) x p ( t) +∫
t

t- Σ
xαT

p (Α) Z xαp (Α) dΑ-

2x T
p ( t) (Y - g PB p K ) x ( t - Σ) , (18)

Vα
2 =

ΣxαT
p ( t) Z xαp ( t) -∫

t

t- Σ
xαT

p (Α) Z xαp (Α) dΑ, (19)

Vα
3 =

x T
p ( t)Q x p ( t) - x T

p ( t - Σ)Q x p ( t - Σ) , (20)

则V (x p ( t) ) 的导数为

Vα(x p ( t) ) = Vα
1 + Vα

2 + Vα
3 ≤

x T
p ( t) (PA p + A T

p P + ΣX +

Y + Y T + Q ) x p ( t) - 2x T
p ( t) (Y -

g PB p K ) x p ( t - Σ) + ΣxαT
p ( t) Z xαp ( t) -

x T
p ( t - Σ)Q x p ( t - Σ). (21)

令 x
δ= [x T

p ( t)　x T
p ( t - Σ) ]T ,记M = PA p + A T

p P +

ΣX + Y + Y T + Q ,同时考虑式 (9) ,进一步得

Vα(x p ( t) ≤

xδT

M + ΣA T
p ZA p

ΣgA T
p ZB p K -

(Y - g PB p K )

(ΣgA T
p ZB p K -

(Y - g PB p K ) ) T
Σg 2K TB T

p ZB p K - Q

xδ.

(22)

　　由于 0 < g ≤ 1,根据定义 1,当Vα(x p ( t) ) ≤ 0,

子系统 (9) 渐近稳定,此时式 (22) 中时延Σ是系统渐
近稳定的最大允许时延 Σλ,即对于任意时延 Σ∈ [ 0,

Σλ], 子 系 统 (9) 渐 近 稳 定, 须 满 足

　　　
M g PB p K - Y

(g PB p K - Y ) T - Q
+
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ΣλA T

p ZA p ΣλgA T
p ZB p K

(ΣλgA T
p ZB p K ) T Σλg 2K TB T

p ZB p K
=

　　　
M g PB p K - Y

(g PB p K - Y ) T - Q
-

　　　
ΣλA T

p Z

Σλg K TB T
p Z

(- Σλ- 1Z - 1) ×

　　　 ΣλZA p　Σλg ZB p K ≤ 0. (23)

由引理 2的条件 2) 可知,式 (23) 等价于 (11). □

根据定理 1,使用M atlab的LM I工具箱可以计

算出各个子系统的最大允许时延 Σλ, 整个M IM O 系

统渐近稳定的最大允许时延选取m in{Σλj , j = 1, 2,

⋯,m },可保证M IM O 系统可靠稳定运行.

5　仿真算例
　　考虑如下两个子系统,控制对象分别为

xα1 ( t) = A 1x 1 ( t) + B 1u 1 ( t) , (24)

xα2 ( t) = A 2x 2 ( t) + B 2u 2 ( t). (25)

其中

A 1 =
0 1

- 1 - 2
,B 1 =

0

1
,

A 2 =

0 0 0

1 - 1 0

0 1 - 1

,B 2 =

1

0

0

.

　　经状态反馈后,两个子系统控制输入分别为

u 1 ( t) = g 1K 1x 1 ( t - Σ1) ,

u 2 ( t) = g 2K 2x 2 ( t - Σ2).

(a)　子系统 1

(b)　子系统 2

图 2　仿真曲线

　　为仿真方便,两个子系统 g 均取值 1,即两个控

制器输出不超过最大幅值. 经M atlab 仿真, 此时保

证系统渐近稳定的控制器增益分别为

K 1 = [ - 5　 - 3 ],

K 2 = [ - 2　 - 3　 - 3 ].

调用M atlab LM I工具箱中的可行性问题求解器

feasp ,由定理 1得到的 Σλ1 和 Σλ2值分别为 0. 033 1 s,

0. 045 7 s. 即当子系统 (24) 和 (25) 分别满足 Σ1 ≤

0. 033 1 s, Σ2≤ 0. 045 7 s时渐近稳定. 因此,当N CS

的任意时延小于等于0. 033 1 s时,可保证M IM O 系

统渐近稳定. 两个子系统的仿真曲线如图 2所示. 可

以看出,两个子系统时延分别为Σ1≤0. 033 1 s, Σ2≤

0. 045 7 s 时, 系统具有接近理想的性能. 时延的增

加,加大了系统的超调量和调节时间,降低了系统的

平稳性.

注 1　图 2中为表现时延效果, 采用了不同坐

标范围.

6　结　　语
　　本文针对网络控制系统中普遍存在分布时延、

对象控制输入有界的实际情况,建立了状态反馈系

统的数学模型,并用李雅普诺夫第 2 方法和线性矩

阵不等式描述,推导出了与时延相关的系统渐近稳

定判据. 利用该判据可判定一类具有分布时延、控制

输入有界的多输入多输出网络控制系统稳定运行所

允许的最大时延值. 该最大允许时延值可使用

M atlab 的LM I工具箱从稳定判据中获得,也可作为

选择每个传感器采样周期的参考依据. 仿真算例说

明,稳定判据是可行的.
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图 3　系统的状态轨迹

然两个子系统均不稳定, 但系统 xα= (A 1 + 4A 2) x

渐近稳定. 依据上述定理,存在周期切换序列使切换

系统渐近稳定. 采取本文提出的自适应方法反馈镇

定,取等时切换的时间间隔Σ= 0. 1, l = 2, k = 1,初

始状态 (10, 12). 仿真结果如图 2和图 3所示,从图 2

和图 3可看出,切换系统渐近稳定,而且两个子系统

作周期切换.

5　结　　语
　　本文研究了线性切换系统经周期切换渐近稳定

问题,给出了线性切换系统经周期切换渐近稳定的

充要条件,以及周期切换的具体实现方法,并指出一

个系统可经切换二次稳定的充要条件是该系统可经

周期切换渐近稳定. 采用本文方法设计的切换信号

简单,可用于实际工程,所得结论还可直接用于各类

控制器的设计,具有理论与应用价值.
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