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基于LM Is的不确定线性切换系统H ∞鲁棒控制

孙文安, 赵　军
(东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 基于线性矩阵不等式 (LM I)和H ∞控制理论,研究一类不确定线性切换系统在任意切换策略下的H ∞鲁棒控

制 问题. 系统矩阵和输入矩阵都含有时变不确定性. 首先利用矩阵 Schur补引理构造LM I,得到该系统在H ∞意义下

渐近稳定的充分条件;然后给出了在状态反馈下和输出反馈下的H ∞鲁棒稳定性的充分条件;最后用数值例子验证了

文中结果的正确性.
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Abstract: T he p rob lem of H ∞ robust con tro l fo r uncerta in sw itched linear system s under arb itrary sw itch ing law s

based on LM I is studied. t im e2varying uncerta in t ies are con tained in bo th sta te m atrix and inpu t m atrix . F irst ly, by

constructing linear m atrix inequalit ies via Schur comp lem ent fo rm ula, a sufficien t condit ion of H ∞ robust stab ility is

p resen ted in term s of m atrix inequality. N ex t, sufficien t condit ion of H ∞ robust stab ility is given under sta te

feedback and outpu t feedback. T hese m atrix inequalit ies can be so lved easily w ith M atlab LM I too lbox. F inally, a

num erical examp le illustra tes the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　切换系统是由一组微分方程 (或差分方程)和一

个决定当前状态的切换信号组成,它是混杂系统的

重要组成部分. 在实际系统过程控制中,多个控制器

的切换可视为典型的切换系统,如在化工系统、电力

系统、交通控制系统、汽车工业等多个领域都有着广

泛的应用背景.

　　近年来,对于切换系统的研究引起了国内外控

制界的关注,特别是切换系统的稳定性的研究已取

得了相当多的成果. 文献[ 1, 2 ]综述了近几年来切换

系统在稳定性分析与控制设计方面的研究成果,并

提出整个切换系统存在共同L yapunov 函数是系统

在任意切换策略下渐近稳定的充要条件,同时提出

利用凸组合技术研究切换系统的稳定性. 文献[ 3 ]利

用单L yapunov函数和多L yapunov函数技术对控制

器切换的H ∞稳定性进行了研究, 提出了稳定性的

充分条件; [ 4, 5 ]利用线性矩阵不等式 (LM I)方法给

出了一类离散切换系统的稳定性判定条件; [ 6, 7 ]对

于具有多胞摄动的线性系统的鲁棒稳定性进行了分

析; [ 8, 9 ]给出了离散切换系统的H ∞控制设计.

　　随着计算机应用技术的发展,使用M atlab 软件

求解LM I的正定解来判定切换系统的稳定性已成
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为一种行之有效的方法. 但利用LM I技术对不确定

连续线性切换系统的H ∞稳定性进行研究的报道较

少. 本文针对这一问题进行了研究. 首先构造线性矩

阵不等式,得到在H ∞意义下稳定性的充分条件,然

后给出了在状态反馈和输出反馈下的渐近稳定性的

LM I判据.

2　系统的描述与准备
　　考虑如下带有扰动的具有不确定性的线性切

换系统:

xα= A
δ

Ρx + B Ρ1w + B
δ

Ρ2u , x ( t0) = x 0,

z = C Ρ1x ,

y = C Ρ2x. (1)

其中: x ( t) ∈R n为系统的状态变量,w ( t) ∈R p为属

于L 2 [ 0,∞ ]的扰动输入信号, u ( t) ∈R k为系统的输

入变量, z ( t) ∈R q为被控输出信号, y ( t) ∈R j 为系

统的测量输出变量, Ρ: R + →M = {1, 2,⋯,m } 为系

统 (1) 的切换信号; 对于 i ∈M ,A
δ

i ∈ R n×n ,B i1 ∈

R n×p ,B
δ

i2∈R n×k , C i1∈R q×n , C i2∈R j×n为系统矩阵,

其中A
δ

i,B
δ

i2 的结构如下:

[Aδ
i　Bδ

i2 ] = [A i　B i2 ] + E i# i ( t) [F i1　F i2 ],

(2)

A i,B i1,B i2, C i1, C i2, E i, F i1, F i2 为常数阵. 假设 C i2 是

满行秩的, # i 是满足 # T
i # i≤ I 的未知参数矩阵.

　　注 1　式 (2) 表示Aδ
i和Bδ

i2为不确定性的参数

矩阵,其中 E i# i ( t) F i1 和 E i# i ( t) F i2 分别表示第 i个

子系统的系统矩阵和输入矩阵的不确定项, 这种类

型不确定性突破了匹配条件的限制, 在文献中广为

使用[4, 5 ].

　　 设状态反馈控制律为 u = K ix ,则通过状态反

馈形成的闭环系统为

xα= (Aδ
i + B

δ
i2K i) x + B i1w , x ( t0) = x 0,

z = C i1x. (3)

　　设输出反馈控制律为 u = K iy ,则通过输出反

馈形成的闭环系统为

xα= (Aδ
i + B

δ
i2K iC i2) x + B i1w , x ( t0) = x 0,

z = C i1x. (4)

其中 K i 是适当维数的反馈增益阵.

　　在没有输入情况下,带有扰动的标称切换系统

为

xα= A Ρx + B Ρw ,

z = C Ρx. (5)

　　对于切换信号 Ρ,有如下切换序列:

2 = {x 0; ( i0, t0) , ( i1, t1) ,⋯, ( i j , t j ) ,⋯, û

i j ∈M , j ∈N }, (6)

其中: t0 为初始时间, x 0 为初始状态. 当 tj ≤ t < tj+ 1

时, 切换系统的第 ij 个子系统被激活, 因此当 t∈

[ tj , tj+ 1) 时,切换系统 (1) 的轨线由第 ij 个子系统产

生. 假设切换系统 (1) 的状态在切换瞬间不跳跃,并

且在任意切换信号下系统 (1) 的解是右可微的. 为

避免在切换中出现季诺现象, 假设在任何有限时间

区间[ 0, T ] 仅有有限次切换.

　　本文的目的是: 构造线性矩阵不等式条件, 使

得在任意切换策略下,对于给定的常数 Χ> 0,系统

(1) 是渐近稳定的,并且满足H ∞性能,即‖z‖2 <

Χ‖w ‖2,其中‖õ‖2表示L 2范数. 为得出结果,需

要如下引理.

　　 为便于书写, 在下列矩阵中, 符号“3 ”表示矩
阵的对称结构.

　　引理 1　对系统 (5) ,设Χ> 0是一个给定的常

数,如果存在一个对称矩阵 P > 0和一组充分小的

正数 Εi ( i = 1, 2,⋯,m ) ,满足下列不等式:

- P - 1 I + ΕiA i 0 0

3 - P PB i C T
i

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0,

(7)

则系统 (5) 是渐近稳定的,并且‖z‖2 < Χ‖w ‖2.

　　证明　对于不等式 (7) 应用 Schu r补引理,得

到等价矩阵不等式

0 i PB i C T
i

3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 - Ε- 1
i I

< 0, (8)

其中 0 i = Εi (A T
i P + PA i) + Ε2

iA
T
i PA i. 对矩阵不等

式 (8) 的左边矩阵分别左乘和右乘矩阵 diag{Ε- 1
2i I ,

Ε
1
2
i I , Ε

1
2
i I },得到等价矩阵不等式

A T
i P + PA i + ΕiA

T
i PA i PB i C T

i

3 - Χ2 I 0

3 3 - I

< 0.

(9)

因矩阵P > 0, Εi > 0,故ΕiA
T
i PA i非负定. 满足式 (9)

的矩阵 P 必满足下式:

A T
i P + PA i PB i C T

i

3 - Χ2 I 0

3 3 - I

< 0. (10)

再应用 Schu r 补引理, 可推出 A T
i P + PA i +

Χ- 2PB iB
T
i P + C T

i C i < 0,根据文献[ 3 ] 中引理 1,上

述引理得证. □

　　注 2　可在式 (7) 的左边矩阵分别左乘和右乘

矩阵 diag{P , I , I , I },得到等价的线性矩阵不等式
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- P P ( I + ΕiA i) 0 0

3 - P PB i C T
i

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0.

(11)

利用M atlab LM I工具箱求解矩阵 P.

　　引理 2[4 ]　设 Y ,M ,N 表示具有适当维数的矩

阵,其中 Y 是对称的,则对任意矩阵 # 满足 # T # ≤
I ,

Y + M #N + N T # TM T < 0, (12)

当且仅当存在一个常数 Κ> 0,使得

Y + ΚM M T +
1
ΚN TN < 0. (13)

3　主要结果
　　定理 1　当 u = 0时,设Χ> 0是一个给定的常

数,如果存在一个对称矩阵P > 0和一组正数Κi, Εi ( i

= 1, 2,⋯,m ) ,满足下列不等式:

- P - 1 I + ΕiA i 0

3 - P PB i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

0 E i 0

C T
i1 0 F T

i1

0 0 0

- Ε- 1
i I 0 0

3 - Κ- 1
i Ε- 2

i I 0

3 3 - Κi I

< 0, (14)

则系统 (1) 是渐近稳定的,并且‖z‖2 < Χ‖w ‖2.

　　证明　因为

- P - 1 I + ΕiA
δ

i 0 0

3 - P PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

=

- P - 1 I + ΕiA i 0 0

3 - P PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

+

0 ΕiE i# iF i1 0 0

3 0 0 0

3 3 0 0

3 3 3 0

=

- P - 1 I + ΕiA i 0 0

3 - P PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

+

ΕiE i

0

0

0

# i [ 0　F i1　0　0 ] +

0

F T
i1

0

0

# T
i [ΕiE

T
i　0　0　0 ] < 0. (15)

由引理2,式 (15) 成立当且仅当存在一组正数Κi ( i =

1, 2,⋯,m ) ,使得

- P - 1 I + ΕiA i 0 0

3 - P PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

+

Κi

ΕiE i

0

0

0

[ΕiE
T
i　0　0　0 ] +

Κ- 1
i

0

F T
i1

0

0

[ 0　F i1　0　0 ] =

( i I + ΕiA i 0 0

3 . i PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0. (16)

其中

( i = - P - 1 + ΚiΕ2
i E iE

T
i ,

. i = - P + Κ- 1
i F T

i1F i1.

对于不等式 (16) 两次应用Schu r补引理,得到定理1

的条件,由引理 1知,当 u = 0时,系统 (1) 是渐近稳

定的,并且‖z‖2 < Χ‖w ‖2. □

　　注 3　可以在式 (14) 的左边矩阵分别左乘和

右乘矩阵diag{P , I , I , I , I , I },变成等价的线性矩阵

不等式

- P P ( I + ΕiA i) 0

3 - P PB i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→
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　　　←

0 P E i 0

C T
i1 0 F T

i1

0 0 0

- Ε- 1
i I 0 0

3 - Κ- 1
i Ε- 2

i I 0

3 3 - Κi I

. (17)

　　定理 2　状态反馈控制律 u = K ix 镇定闭环系
统 (3) ,且‖z‖2 < Χ‖w ‖2的充分条件是存在一个
对称矩阵X > 0,m 个矩阵S 1, S 2,⋯, S m 和一组正数
Κi, Εi ( i = 1, 2,⋯,m ) ,使得下列不等式成立:

- X X + Εi (A iX + B i2S i)

3 - X

3 3
3 3
3 3
3 3

→

←

0 0 0 E i

B i1 X C T
i1 Q T

i 0

- Χ2Ε- 1
i I 0 0 0

3 - Ε- 1
i I 0 0

3 3 - Κi I 0

3 3 3 - Κ- 1
i Ε- 2

i I

< 0.

(18)

其中: Q i = F i1X + F i2S i, 状态反馈增益阵为 K i =

S iX
- 1.

　　证明　由引理 1 知, 在状态反馈控制律 u =

K ix 下闭环系统 (3) 渐近稳定的充分条件是下列不

等式成立:
- P - 1 I + Εi (Aδ

i + Bδ
i2K i) 0 0

3 - P PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0.

(19)

对矩阵不等式 (19) 的左边矩阵分别左乘和右乘矩

阵 diag{I , P - 1, I , I },并令X = P - 1, S i = K iX ,则K i

= S iX
- 1,得到等价矩阵不等式

- X X + Εi (Aδ
iX + Bδ

i2S i) 0 0

3 - X B i1 X C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0.

(20)

仿定理 1的证明,式 (20) 成立当且仅当存在一组正

数 Κi ( i = 1, 2,⋯,m ) ,使得
- X X + Εi (A iX + B i2S i) 0 0

3 - X B i1 X C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

+

Κi

ΕiE i

0

0

0

[ΕiE
T
i　0　0　0 ] +

Κ- 1
i

0

Q T
i

0

0

[ 0　Q i　0　0 ] =

- X + ΚiΕ2
i E iE

T
i X + Εi (A iX + B i2S i)

3 - X + Κ- 1
i Q T

i Q i

3 3
3 3

→

←

0 0

B i1 X C T
i1

- Χ2Ε- 1
i I 0

3 - Ε- 1
i I

< 0, (21)

其中Q i = F i1X + F i2S i. 对于不等式 (21) 进一步应

用 Schu r补引理,得到等价矩阵不等式 (18) ,定理 2

得证. □

　　定理 3　输出反馈控制律 u = K iy 稳定化闭环

系统 (4) 的充分条件是存在一个对称正定矩阵 X ,

矩阵U i,V i和一组正数Κi, Εi ( i = 1, 2,⋯,m ) ,使得下

列不等式成立:

- X X + Εi (A iX + B i2U iC i2)

3 - X

3 3
3 3
3 3
3 3

→

←

0 0 0 E i

B i1 X C T
i1 Q T

i 0

- Χ2Ε- 1
i I 0 0 0

3 - Ε- 1
i I 0 0

3 3 - Κi I 0

3 3 3 - Κ- 1
i Ε- 2

i I

< 0.

(22)

其中: Q i = F i1X + F i2U iC i2,输出反馈增益阵为

K i = U iV
- 1
i , (23)

并且

V iC i2 = C i2X . (24)

　　证明　因为C i2行满秩且X 正定,由式 (24) 知

V i 可逆,于是输出反馈律有效. 由式 (23) 和 (24) 可

得 U iC i2 = K iC i2X , 代入 (22) 并令 Z i = F i1X +

F i2K iC i2X , H i = A iX + B i2K iC i2X ,应用 Schu r补引

理得到等价矩阵不等式

第 6 期 孙文安等:基于LM Is的不确定线性切换系统H ∞鲁棒控制 653



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

2 i Χ

7 i X + ΕiH i 0 0

3 - X + Κ- 1
i Z T

i Z i B i1 X C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0,

(25)

其中 7 i = - X + ΚiΕ2
i E iE

T
i . 式 (25) 可改写为

2 i =

- X X + ΕiH i 0 0

3 - X B i1 X C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

+

Κi

ΕiE i

0

0

0

[ΕiE
T
i　0　0　0 ] +

Κ- 1
i

0

Z T
i

0

0

[ 0　Z i　0　0 ] < 0. (26)

利用引理 2,式 (26) 成立当且仅当

- X X + ΕiH i 0 0

3 - X B i1 X C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

+

ΕiE i

0

0

0

# i [ 0　Z i　0　0 ] +

0

Z T
i

0

0

# T
i [ΕiE

T
i　0　0　0 ] < 0. (27)

进一步整理得到不等式

- X # i 0 0

3 - X B i1 X C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0, (28)

其中 # i = X + Εi (Aδ
iX + B

δ
i2K iC i2X ). 令X = P - 1,

并对矩阵不等式 (28) 的左边矩阵分别左乘和右乘

矩阵 diag{I , P , I , I },得到等价矩阵不等式

- P - 1 5 i 0 0

3 - P PB i1 C T
i1

3 3 - Χ2Ε- 1
i I 0

3 3 3 - Ε- 1
i I

< 0,

(29)

其中 5 i = I + Εi (Aδ
i + B

δ
i2K iC i2). 由引理 1知,系统

(1) 在输出反馈控制律 u = K iy 和式 (23) 下渐近稳

定且‖z‖2 < Χ‖w ‖2. □

　　注 4　通过定理中的线性矩阵不等式求出解矩

阵 P , 即找到系统的能量函数, 表明共同二次

L yapunov函数沿切换系统轨线的导数小于 0,说明

系统的能量是逐渐减少的,使系统渐近稳定,同时也

保证闭环系统对于不确定性具有鲁棒稳定性.

4　仿真例子
　　例 1　考虑下面的切换系统,它由两个子系统

组成:

xα= A
δ

ix + B i1w ,

z = C i1x , i = 1, 2. (30)

其中

A 1 =

- 1 1 0

0 - 1 0

0 1 - 2

,B 11 =

0. 25

0

0

,

C 11 = [ 0　1　0 ], E 1 =

0 0 0. 2

0 0. 2 0

0. 2 0 0

,

# 1 ( t) =

sin t 0 0

0 co s t 0

0 0 sin t

,

F 11 =

0. 5 1 0

0 0. 5 0

0 0 0. 5

,

A 2 =

- 2 0 1

1 - 1 0

0 0 - 1

,B 21 =

0

0

0. 25

,

C 21 = [ 1　0　0 ], E 2 =

0. 1 0 0

0 0. 2 0

0 0 0. 1

,

# 2 ( t) =

co s t 0 0

0 sin t 0

0 0 co s t

,

F 21 =

0. 3 0 0

0 0. 2 0

0 0 0. 4

,

Κ1 = 0. 15, Κ2 = 0. 3, Ε1 = 0, 3, Ε2 = 0. 4, Χ= 0. 5.

　　通过求解矩阵不等式 (14) ,得到正定解矩阵 P

P =

8. 1 - 5. 6 0

- 5. 6 1 075. 1 0

0 0 6. 4

.

选取初值为x 0 = [ 2　3　 - 4 ]T ,切换策略为任意切

换,切换周期为 0. 15 s,系统 (30) 的状态响应如图 1

所示.

　　例 2　考虑由两个子系统组成的切换系统
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图 1　系统 (30) 的状态响应曲线

xα= Aδ
ix + B i1w + B i2u ,

z = C i1x ,

y = C i2x , i = 1, 2. (31)

其中

B 12 =

- 2 0 0. 1

1. 2 - 1 0

0 0. 5 - 0. 5

,

B 22 =

0. 4 0. 1 2

0. 7 0 0

0 0. 2 0. 1

,

C 12 =

0. 950 1 0. 486 0 0. 456 4

0. 231 1 0. 891 3 0. 018 5

0. 606 8 0. 762 1 0. 821 4

,

C 22 =

0. 444 7 0. 921 8 0. 405 7

0. 615 4 0. 738 2 0. 935 5

0. 791 9 0. 176 3 0. 916 9

.

　　根据定理 3,得到正定解矩阵 P

P =

0. 356 4 - 0. 011 3 0. 089 5

- 0. 011 3 0. 279 5 0. 089 5

0. 089 5 0. 089 5 0. 235 3

,

以及矩阵

U 1 =

0. 1 0. 15 0

0 0. 2 0

0. 3 0 0. 1

,U 2 =

0. 01 0 0

0 0. 2 0. 3

0. 1 0 0

,

V 1 =

0. 356 4 - 0. 086 1 0. 091 2

- 0. 068 7 0. 177 6 0. 161 8

0. 085 7 - 0. 021 4 0. 337 3

,

V 2 =

0. 211 5 0. 122 8 0. 018 6

0. 194 6 0. 095 4 0. 188 7

0. 320 1 - 0. 368 6 0. 564 3

.

输出增益阵为

K 1 =

0. 655 7 1. 079 1 - 0. 694 8

0. 408 5 1. 239 6 - 0. 705 0

0. 972 2 0. 449 4 - 0. 181 8

,

K 2 =

0. 068 1 - 0. 042 0 0. 011 8

- 2. 237 4 3. 191 4 - 0. 462 0

0. 680 6 - 0. 420 0 0. 118 0

.

图 2　系统 (31) 的状态响应曲线

　　系统 (31) 的状态响应如图 2所示.

5　结　　语
　　本文针对不确定线性切换系统的H ∞稳定性进

行了研究,主要方法是构造线性矩阵不等式 (LM I) ,

以此为充分条件来检验在任意切换策略下, 不确定

线性切换系统在状态反馈和输出反馈下的渐近稳定

性,并且满足H ∞性能指标. 这种检验方法大大简化

了计算过程,同时也降低了保守性. 最后用数值例子

对所得结果加以验证,说明了文中结果的正确性.
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