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李群平均方法在单轮姿态和运动控制中的应用
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(中国科学技术大学 自动化系, 安徽 合肥 230027)

摘　要: 针对一个单轮系统,采用欧拉群描述其位形空间,对于W ei2N o rm an 方程中不能精确求解的参数,采用平均

方法对其进行近似计算,从而使被控系统在满足李代数可控性秩条件下,在李群上的平均轨迹能以一定的精度逼近

真实轨迹. 通过对单轮系统的仿真实验与结果分析,证明了所用方法的有效性,并指出该方法更适合驱动一类量子力

学系统的状态.
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Abstract: T he configurat ion space of an un icycle system is discribed by Euler group. To the param eters in the W ei2
N o rm an equation no t being calcu la ted p recisely, the averaging m ethod is used to m ake app rox im ate calcu la t ion. on

the basis that the system satisfies L ie algebra con tro llab ility rank condit ion, the average track on L ie group can

app rox im ate the real track w ith in som e p recision. T he sim ulation experim ent and analysis on the un icycle system are

given. T he sim ulation resu lts show that the validity of the m ethod.
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1　引　　言
　　20世纪 70年代初,B rocket t [1 ]将李群和李代数

理论引入非线性控制理论,对李群上右不变系统的

非线性可控性、可观性及实现进行了研究. 之后,

Ju rd jevic 和 Su ssm ann [2 ]进一步研究了这些系统在

抽象李群上的可控性. 上述 3 人的研究结果给出了

一种判断一个给定李群上的左 (或右)不变系统是否

存在一个控制规则将系统从李群中的任意起始点驱

动到任意期望终点的方法,这种方法被称为李代数

秩条件. 然而他们并没有给出如何构造这样的控制

规则及其系统的运动轨迹. 90 年代, L eonard [3, 4 ]对

如何构造控制规则进行了研究,使用平均理论作为

分析工具,引入了小幅周期时变控制,推导出能够提

供控制规则的构造性可控性条件.

　　W ei2N o rm an 方程给出了一种求李群上微分方

程解的方法,该方法将求解的问题转变为求李群上

的另一个系统的解. 实际上W ei2N o rm an 方程中参

数的精确求解是相当困难的. 本文通过针对一个单

轮系统控制问题的描述,采用欧拉群描述其运动位

形,对于W ei2N o rm an 方程中不能精确求解的参数,

通过构造性可控算法,采用平均方法对其进行近似,

使被控系统在满足李代数可控性秩条件下,在李群

上的平均轨迹以一定的精度逼近真实轨迹. 文中通

过具体的系统仿真实验,详细对比和分析了采用平
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均算法所获得的结果与精确结果之间的关系. 本文

结果不仅在宏观领域的运动控制中具有应用价值,

在微观领域的量子力学系统中也具有潜在的应用价

值.

2　单轮系统控制问题的描述
　　所研究的被控对象是一个单轮车,图 1是其俯

视图,其中: ( r1, r2) 为一般的惯性系, (b1, b2) 为固定

在轮上的坐标系, (x , y ) 为单轮质心在惯性系 ( r1,

r2) 中的投影坐标, Η为轮子正向 b1 与 r1 的夹角. 在

位形空间中它的位置和姿态向量可描述为 (x , y , Η)

∈R 2× [ 0, 2Π). 该系统的位形空间的运动学约束可

由不可积分的微分方程所表示,即

xα= v 1co s Η,

yα= v 1 sin Η,

Η
õ

= v 2.

(1)

图 1　单轮系统坐标图

其中: v 1 和 v 2 分别为平动速度和转动速度. 如果使

用李群中的特殊欧拉群 SE (2) 来表示运动,则可写

成

Xα= X (A 1v 1 + A 2v 2) , (2)

其中

X =

co s Η - sin Η x

sin Η co s Η y

0 0 1

∈ SE (2) ,

A 1 =

0 - 1 0

1 0 0

0 0 0

,A 2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

,

A 3 =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

.

它们是 SE (2) 群对应的李代数 se (2) 的基.

　　在这种类型的控制策略中一般需要采用小幅

的控制信号, 所以需要使用小量 Ε对控制量的数量
级进行限制, v 1 = Εu 1, v 2 = Εu 2;于是式 (2) 就转化为

Xα= ΕX (A 1u 1 + A 2u 2). (3)

　　在式 (3) 所表示的 3维李群元素中只有 2个控

制量,所以是一种欠驱动的形式. 式 (3) 同时还是一

种无漂左不变系统. 更一般的欠驱动无漂左不变系

统的方程可表示为

Xα= ΕX U ,U ( t) = ∑
m

i= 1
A iu i ( t). (4)

其中: X ( t) 是 n 维李群G 中的曲线,U ( t) 是G 对应

的李代数G上的曲线, {A 1,A 2,⋯,A n} 是李代数G
的基; Ε是一个小量, u i ( t) 是逐段周期性的控制信

号,从而 Εu i ( t) 就是小幅周期控制输入.

　　对于这样的欠驱动系统,所要研究的控制问题

可表述为:

　　问题 P　给定初态X i∈G ,终态X f ∈G 和时

间 tf > 0,如何构造一个系统的输入控制量 u ( t) =

(u 1 ( t) , ⋯, um ( t) ) , t ∈ [ 0, tf ], 使得 X (0) = X i,

X ( tf ) = X f.

3　李代数可控性秩条件
　　首先对系统 (4) 要研究的是: 问题 P 的控制律

是否存在,进而才能对其进行求解. B rocket t 等人的

研究结果表明, 只要欠驱动的李群系统满足李代数

可控性秩条件,就存在这样的控制律.

　　为描述李代数可控性秩条件,需要定义李代数

上的李括号运算和一系列集合. 李括号运算定义为

[A , B ] = A B - B A ; A ,B ∈G;而定义集合组如下:

　　　C 0 = {A 1,⋯,A m },

　　　C 1 = C 0 ∪ {B ûB = [B 1,B 0 ],

　　　　　B i∈ {A 1,⋯,A m }, i = 0,⋯, 1},

　　　�
　　　C k = C k- 1 ∪ {B ûB =

　　　　　[B k , [B k- 1, [⋯, [B 1,B 0 ]⋯ ] ] ],

　　 　　　B i ∈ {A 1,⋯,A m }, i = 0,⋯, k }.

　　下面介绍李代数可控性秩条件.

　　定理 1 (李代数可控性秩条件) [5 ]

　　如果G 是一个连通的李群, G是与G对应的李
代数, 若G= span (C k ) , 则系统 (4) 可控, 即问题 P

的解存在,最小的 k 值称为系统 (4) 的李括号重数.

　　对单轮系统使用定理 1 检验可得 [A 1,A 2 ] =

A 3, C 1 = {A 1,A 2,A 3}, G= span (C 1). 因此, 式 (3)

表示的单轮系统的控制律是存在的, 且李括号重数

为 1.

4　平均方法
　　根据李代数可控性秩条件可以确保问题P的解

存在, 但该定理没给出控制律的求解方法. L eonard

提出的李群平均方法使该问题得到解决, 并提出了

构造性可控性, 即寻找一个控制规则来得到所预定

的运动. 其主要手段是采用小幅周期时变控制和平

均理论.

　　为运用平均算法解决问题,首先要了解李群系
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统 (4) 在控制作用下状态轨迹的求解方法. 下面的

引理将给出李群上系统求解的一种方法.

　　引理 1 (W ei2N o rm an 引理) [6 ]

　　令X ( t) 是方程 (4) 的解, X (0) = I ,则 ϖ t0 >

0,使得对 û tû < t0, X ( t) 可表示为

X ( t) = ∏
n

i= 1
exp (g i ( t)A i). (5)

　　W ei2N o rm an 参数 g = (g 1,⋯, g n) T 满足

gα= ΕM (g ) u (û tû < t0) , (6)

且 g (0) = 0,M (g ) 为 g 的实值解析矩阵函数.

　　当‖g‖很小时,

M (g ) = I + Ν
～

(g ) + O (g 2) ,

Ν
～

ij (g ) = ∑
n

k= j+ 1
g k # i

k j. (7)

　　 实际上, 通过式 (6) 很难求出W ei2N o rm an 参

数和控制量之间的解析式, 因而使用式 (5) 不易求

得系统的解. 在这种情况下,L eonard 提出使用平均

解 g
(p ) ( t) , X

(p ) ( t) , p = 2, 3,来求g ( t) 和X ( t). 下面

的二阶平均定理给出了求解平均解 g
(2) ( t) 和

X
(2) ( t) 的方法.

　　定理 2　二阶平均定理 (面积规则) [4 ]

　　考虑李群G 上的系统满足方程 (4) , 对应的李

代数为G,假设U ( t) ∈G且在时间上以 T 为周期,

并对 t∈ [ 0,∞) 有直到三阶的微分,U av = 0. 令D =

{x ∈ R nû‖x‖ < r} < S (r 尽可能地取大). 假设

X (0) = X 0∈Q ,且g ( t) 是式 (6) 的解, g (0) = g 0 =

7 - 1 (X 0) = O (Ε). 令 g
(2)
0 = (g

(2)
10 ,⋯, g

(2)
n0 ) T ,并定义

以下变量:

w{ k ( t) = Ε2 t
T ∑

m

i, j= 1; i< j

A rea ij (T ) # k
ij + g

(2)
k0 ,

g
(2)
k ( t) = Εuζk ( t) + w{ k ( t) ,

X
(2) ( t) = ∏

n

i= 1
exp (g

(2)
i ( t)A i).

　　如果以下条件成立,则 X
(2) ( t) 可作为 X ( t) 的

二阶平均近似:若‖g 0 - g
(2)
0 ‖ = O (Ε2) ,且 g

(2) ( t)

∈D , Π t∈ [ 0, böΕ], b > 0,则 d
� (X ( t) , X

(2) ( t) ) =

O (Ε2) , Π t∈ 0, böΕ].

　　在定理 2中,需要解释以下几个集合量: U av 是

指U ( t) 在一个周期中的平均值; uζk ( t) 是 u k ( t) 的积

分; A rea ij (T ) 是 uζ i ( t) 和 uζ j ( t) 围成曲线之间的面

积.

　　有了具体求解二阶平均解的公式后,下面的构

造性可控性算法就给出了保证一些系统的平均解所

能达到的精度.

　　定理 3　构造性的可控性算法[4 ]

　　假设方程 (4) 描述的系统是在连续李群G上的

p - 1重李括号系统, p = 2, 3,则可通过X
(p ) ( t) 解

决可控性问题 P,并达到精度O (Εp ).

　　通过上面的二阶平均定理和构造性可控性算

法可获得系统的近似响应. 下面给出采用二阶平均

算法构造控制量来解决控制问题 P 的步骤. 二阶平

均算法需要使用两个模块, 分别满足不同几何量的

要求.

　　模块 1

　　已知: ck (k = 1,⋯,m ) , T , Ξ及当前时间 t0,令 t1

= t0 + T ö2.

　　 目标: 求得 Εu k ( t) , k = 1,⋯,m , t ∈ [ t0, t1 ],

u k ( t) 是连续函数,且 Εuζk ( t1) = ck , Εu k ( t1) = Εu k ( t0)

= 0.

　　控制信号:

Εu k ( t) =
1
2

ck Ξsin (Ξ( t - t0) ) , t0 ≤ t≤ t1.

　　模块 2

　　已知: cij ( i = 1,⋯,m - 1; j = i + 1,⋯,m ) , T ,

Ξ,M 及当前时间 t0,令 t1 = t0 + (M + 1) T .

　　目标:求得连续且均值为零的控制信号u i ( t) 和

u j ( t) , j = i + 1,⋯m , t∈ [ t0, t1 ],使得

Ε2A rea ij ( t1) = cij ,

Εu i ( t0) = Εu i ( t1) = Εu j ( t0) = Εu j ( t1) = 0.

　　控制信号:令

Αi = (∑
m

j= i+ 1

c2
ij

Π2M 2 )
1ö4

,

Αj =
cij

ΑiΠM , j = i + 1,⋯,m .

可取控制信号为连续的分段函数,即

Εu i ( t) = ΑiΞsin (Ξ( t - t0) ) ,

Εu j ( t) = 0,

t0 ≤ t≤ t0 + T ö4 = s1;

Εu i ( t) = ΑiΞ co s (Ξ( t - s1) ) ,

Εu j ( t) = Αj Ξsin (Ξ( t - s1) ) ,

s1 ≤ t≤ s1 + M T = s2;

Εu i ( t) = ΑiΞco s (Ξ( t - s2) ) ,

Εu j ( t) = 0,

s2 ≤ t≤ s2 + 3T ö4 = t1.

　　需要指出的是,在这里几何量A rea ij ( t) 是一个

时变的线性累加值,与固定值A rea ij (T ) 不同.

　　描述完两个重要模块,下面给出整个控制量的

构造流程 (这两个模块中的已知量 ck 和 cij 是通过流

程中的初始化步骤求出的) :

　　1) 初始化:定义
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　# =

# m + 1
12 ⋯ # m + 1

1m # m + 1
23 ⋯ # m + 1

(m - 1)m

# m + 2
12 ⋯ # m + 2

1m # m + 2
23 ⋯ # m + 2

(m - 1)m

� � � � � �
# n

12 ⋯ # n
1m # n

23 ⋯ # n
(m - 1)m

,

　# 3 = # T (# # T ) - 1,

c12

c13

�
c (m - 1)m

= # 3

g f (m + 1)

g f (m + 2)

�
g f n

,

　ck = g f k - ∑
m

i, j= 1; i< j

cij # k
ij , k = 1,⋯,m ;

Sθ = { iûcij≠ 0,且 j > i}, r是Sθ中元素的个数;取M

为正整数,且M ≥ 1öΠΕ, T 为控制信号的周期,

T =
tf

r (M + 1) + 1ö2
, Ξ =

2Π
T

;

　　2) i = 0;

　　3) i = i + 1;

　　4) 若 i | Sθ ,则转到 5) ;

　　5) 以 cij ( j = i + 1,⋯,m ) 为输入参数,应用模

块 2求得控制量;

　　6) 若 i < m - 1,则转到 2) ;

　　7) 以 ck (k = 1,⋯,m ) 为输入参数,应用模块 1

求得控制量.

5　轮系统姿态控制的应用
　　第 2节描述的单轮系统在SE (2) 群上的数学模

型,在两输入的情况下是一个单重李括号系统,采用

二阶平均算法便可进行控制并达到精度O (Ε2). 单

轮系统的数学模型如式 (3) 描述,其中

A 1 =

0 - 1 0

1 0 0

0 0 0

,A 2 =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

.

　　根据问题 P 的描述,要使系统从初始 0时刻的

X i变化到终止 tf 时刻的 X f. 通过一一映射可用

W ei2N o rm an 参数表示初始值和终止值为

5 - 1 (X i) = g i = (g i1,⋯, g in) T ,

5 - 1 (X f ) = g f = (g f 1,⋯, g f n) T.

在单轮系统的应用中,分别取 g i = (0, 0, 0) T , g f =

(0. 1, 0. 1, 0. 1) T , tf = 10, Ε= 0. 1, n = 3,m = 2, #
= # 3 = 1, c12 = g 3, c1 = g 1, c2 = g 2, Sθ = {1}, r =

1,M = 5.

　　采用二阶平均算法进行求解时,首先通过模块

2求出第 1个阶段的控制信号,使 c12 的条件得到满

足;然后通过模块 1求解第 2个阶段的控制信号,以

满足 c1 和 c2 的条件.

　　图 2和图 3分别给出了所求出的控制信号以及

在其作用下单轮系统在二维平面上的运动轨迹, 其

中,图2是控制信号Εu 1 ( t) 和Εu 2 ( t) 随时间变化的情

况. 在时间段[ 0, t1 ] 中,控制信号是通过模块 2求出

的;而在[ t1, tf ] 中, 模块 1 发挥作用. 控制量是逐段

连续的. 图 3给出了单轮系统中心在控制量的作用

下, 在 x y 平面坐标系中的运动轨迹. 通过小幅周期

正弦控制信号,可将单轮以较高精度从初始点 (0, 0)

的位置, 以螺旋上升的移动方式移动到期望的终点

(0. 1, 0. 1) 的位置. 从图 3中可以看出,虽然单轮系

统的运动路径不是最优的, 但小幅周期正弦控制量

使得系统每一次的转角量都不大, 满足小幅控制的

要求.

图 2　求解出的控制信号

图 3　单轮中心在平面上的运动轨迹

　　作为对比,图 4给出了W ei2N o rm an 精确参数

以及采用平均算法获得的参数变化轨迹,其中,实线

为系统的W ei2N o rm an 精确参数在控制输入 u1 ( t)

和 u 2 ( t) 作用下的变化情况;虚线为采用平均公式计

算出来的W ei2N o rm an 参数变化情况. 从图 4 可以

看出,由于控制量直接作用在 g 1 ( t) 和 g 2 ( t) 相应的

李代数的基上, 由平均公式计算出的W ei2N o rm an

参数轨迹与W ei2N o rm an 的精确参数轨迹完全重

合. 因为 g 3 ( t) 是欠驱动的,它只能通过 u1和 u 2的联

合作用来加以控制, 所以由平均公式计算出的是精

确参数的平均值, 但其精度可确保在O (Ε2) 内. 另

外, 从应用中可以看出,W ei2N o rm an 参数 g 1 = Η,

(g 2, g 3) T 的物理意义为单轮的中心在原点与惯性系

原点重合, 轴的方向与单轮方向平行的坐标系 (s1,

s2) 中的坐标.
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(a)　g 1的轨迹

(b)　g 2 的轨迹

(c)　g 3的轨迹

图 4　参数变化轨迹

6　结　　语
　　本文针对空间运动体的李群系统,通过采用李

群平均算法对其运动方程求解的W ei2N o rm an 参数

进行了有效的近似,从而获得了小幅周期变化控制

信号,实现了状态驱动的目标. 本文所用控制策略的

另一个重要意义在于:这种小幅周期变化控制信号,

正是微观领域中具有相同李群数学结构的一类量子

力学系统——自旋1ö2粒子系统所需要的作为微扰

的控制信号.
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