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基于尺度乘积与小波收缩相结合的去噪方法
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摘　要: 提出一种将相邻尺度的小波系数乘积与小波阈值收缩相结合的信号去噪方法. 该方法采用小波系数乘积的

直方图方法提取小波系数. 用该方法去噪既能很好地保持信号突变点的原有特性,又具有较强的去噪能力. 数值仿真

表明,与小波阈值收缩方法相比,该方法在信噪比和均方差指标上都有明显的提高,并能很好地保持信号的形状.
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Abstract: A new deno ising m ethod based on com bin ing m ult i2scale p roduct w ith w avelet sh rinkage is p resen ted. T he

w avelet coefficien ts used in the m ethod are ex tracted by h istogram of adjacen t w avelet coefficien ts p roduct. T he new

deno ising m ethod no t on ly p reserves signal’s o riginal featu res, bu t also has stronger ab ility to remove no ise. T he

num erical experim ents show that the p ropo sed m ethod can sign ifican tly raise SN R , decrease M SE and p reserve the

shape of signal better than the o riginal w avelet sh rinkage m ethod.
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1　引　　言
　　从含有噪声的信号恢复其原始信号,且在恢复

过程中尽量保持信号的重要特征 (如边缘、拐角等)

不变,这在信号处理中仍是一个具有挑战性的问题.

小波变换因其具有良好的局部特性,在信号去噪中

被广泛应用. 在利用小波变换去噪时一般采用

Donoho 和John stone [1, 2 ]提出的小波收缩方法,该方

法对含有高斯噪声的平稳信号效果较好,而对非平

稳信号的去噪效果并不理想. 该方法的基本原理是:

首先对信号进行小波变换,然后对小波系数进行阈

值收缩,最后进行小波逆变换.

　　近年来针对小波收缩方法的研究主要集中在阈

值的确定上. 文献[ 3 ]介绍了多种不同的阈值确定方

法,但这些方法大多是从Donoho 和John stone 给出

的方法发展而来的. 在用小波阈值去噪时,由于对含

有噪声信号的多尺度小波分解,在去除噪声的同时,

也对信号的突出部分 (边缘、拐角等)的重要特征信

息进行了模糊,因为这部分信息通常也具有高频特

性. 文献[ 4, 5 ]提出的小波域的去噪算法,虽然在去

噪的同时能够较好地保留图像的重要特征,但算法

复杂. 文献[ 6 ]给出了小波域中尺度乘积的边缘检测

方法,虽然该方法能在含有高斯白噪声的信号中有

效提取信号的边缘,但不能完全应用于信号去噪. 本

文结合尺度乘积能够有效提取信号边缘与小波阈值
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收缩可使信号有限平滑的特点,提出了尺度乘积与

小波收缩相结合的去噪方法.

2　小波阈值收缩的去噪方法
　　该方法 (详细内容见文献[ 1, 2 ]) 在最小均方误

差意义下是有效的,并且可以达到较好的视觉效果.

其主要理论依据是: 属于Be sov空间的信号在小波

域内其能量主要集中于有限的几个系数中, 而噪声

能量却分布于整个小波域内. 因此经小波变换分解

后信号的小波系数要大于噪声的小波系数, 通过采

用阈值的方法可将信号的小波系数保留, 而大部分

噪声的小波系数减少至零. 文献 [ 1, 2 ] 给出的硬阈

值函数和软阈值函数可分别描述为

d j , i =
d j , i, ûd j , iû > Κ;

0, o therw ise.
(1)

d j , i =

d j , i - Κ, d j , i ≥ Κ;

0, ûd j , iû < Κ;

d j , i + Κ, d j , i ≤- Κ.

(2)

式中: d j , i为第 j 尺度下的第 i个小波系数,阈值Κ=

Ρζ 2log N . 其中: N 为信号的采样个数, Ρζ 为信号
的标准偏差估计值. Ρζ的估计一般有 3种方法: 1) 令

Ρζ = 1; 2) 取首次分解的小波系数的中值估计算子;

3) 各级取各级的小波系数的中值估计算子. 中值估

计算子为 Ρζ = M ed (û õ û ) ö0. 674 5,M ed (õ) 表示取

小波系数绝对值的中值. 本文采用第 3 种方法对每

尺度小波系数进行阈值处理.

　　利用小波阈值收缩的方法去噪分为 3步:

　　1) 对观测信号 y = x + Ε(x为原始信号, Ε为高
斯白噪声)应用离散小波变换, 得出各尺度小波系

数 d j ( j = 0, 1,⋯, J - 1) , J 为小波分解尺度数;

　　2) 应用阈值函数处理各尺度小波系数的估计

值;

　　3) 在各尺度小波系数估计值的基础上应用离

散小波逆变换,得到信号 x 的估计值 xζ.

3　尺度乘积与阈值收缩相结合的去噪方法
3. 1　离散二进制小波变换

　　本文采用离散二进制小波变换[7 ] 对信号进行

小波分解. 离散二进制小波变换与离散小波变换具

有相同的算法结构, 所不同的是二进制小波变换的

滤波器是通过对离散小波变换的滤波器相邻系数间

插入2j - 1个“0”得到的,在每次小波分解时并没有

向下抽样. 本文之所以采用离散二进制小波变换有

两点原因: 一是对信号的每次小波分解都产生与原

始信号相同的小波系数和尺度系数, 因此能够实现

相邻尺度下的小波系数的乘积; 二是对于小波系数

去噪而言, 由于信号重建效果对于单个小波系数依

赖性很强,这使得实际选取小波阈值变得很困难. 原

因是在正交小波变换域内,信号的表达不存在冗余;

与此相反,在二进制小波变换域内,信号的表达非常

冗余, 部分小波系数的扰动不会带来重构信号的严

重失真. 对信号进行二进制小波变换, 并用 dk
j 表示

尺度为 j时的小波系数 (即信号在第 j尺度小波分解

时产生的高频分量). 对一维信号 k = 1, d 1
j 表示小波

系数向量;对二维信号 k = 1, 2, 3, d k
j 分别表示行、列

和对角方向上的小波系数矩阵.

3. 2　相邻尺度小波系数乘积

　　信号和噪声在数学上有着不同的奇异特性[8 ] ,

在对信号进行离散二进制小波变换时, 信号突变点

处的小波系数的幅值明显增大, 而噪声小波系数的

幅值将随着尺度的增加迅速减小. 因此,相邻尺度的

小波系数乘积将使突变点处的结果更加明显, 并使

噪声的结果大幅度减小[6 ]. 小波变换的两相邻尺度

小波系数乘积的定义为

p k
j = d k

jõ3 d k
j+ 1,

k = 1 o r k = 1, 2, 3;

j = 0, 1,⋯, J - 1. (3)

式中:“õ3 ”表示两个向量或矩阵的点积运算, dk
j 和

d k
j + 1分别是第 j尺度和第 j + 1尺度的小波系数向量

(一维) 或矩阵 (二维).

　　图1给出了被高斯白噪声所干扰B lock s信号的

前 3 个尺度小波分解及相邻尺度小波系数乘积结

果. 由图可见,信号边缘位置的小波系数表现出较大

的幅值,并向下一尺度传递, 而噪声的系数逐减. 如

果是高斯白噪声, 可以证明有一半噪声小波系数不

能传递到下一尺度[8 ]. 因此,相邻尺度小波系数乘积

可减少噪声. 但需要注意的是, 随着尺度的增加, 信

号的光滑度越来越大, 相邻尺度乘积不但不能突出

信号的边缘,反而会使边缘位置移位;当进行信号重

构时,会使信号变得模糊, 影响信号的去噪效果. 本

文利用前 3个尺度乘积结果确定前 2个尺度的小波

系数估计值.

3. 3　用尺度乘积结果提取信号突变点处的小波系

数

　　由于相邻尺度小波系数乘积结果使信号奇异

点处的小波系数幅值与噪声的小波系数幅值区别非

常明显, 为此本文利用相邻尺度小波系数乘积结果

的直方图来确定参与乘积尺度中的小波系数. 该方

法非常简单,仿真实验也表明是非常有效的.

　　图 2给出了相邻尺度小波系数乘积结果绝对值

的统计直方图, 横坐标为小波系数乘积结果的绝对

值,纵坐标为某个值区间上的小波系数的个数. 所谓

值区间就是将小波系数乘积的绝对值从零到最大值
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图 1　加噪的 Blocks信号小波分解及相邻尺度乘积

图 2　相邻尺度小波系数乘积直方图

分成若干个小区间, 值区间的个数一般根据信号的

采样点数来决定. 如果采样点数多,可以多划分值区

间, 相反则少划分. 设信号采样点数为 n, 本文将横

坐标划分成 nö10个值区间.

　　从图 2可以清楚地看出,统计直方图能很好地

将乘积结果的绝对值所对应的小波个数区分出来,

即在某些值区间内小波个数为零. 为此在图 2 中选

择小波系数的个数为 0处的对应幅值作为尺度乘积

结果的阈值 Κm. 利用 Κm 对相邻尺度小波乘积结果做

如下处理:首先定义向量或矩阵wk
j = 0 (一维信号时

w k
j 为向量,二维时w k

j 为矩阵) ,其元素的个数与信号

的采样点数相等,然后按下式给向量或矩阵赋值:

w k
j , i = 1, ûp k

j , iû > Κm , k = 1 o r k = 1, 2, 3, (4)

式中 p k
j , i为第 j 与 j + 1尺度的第 i个小波系数的乘

积. 通过 (4) 的运算, 可得到一个新向量或矩阵wk
j.

在该向量或矩阵中, 将所有的小波系数乘积绝对值

大于 Κm 的元素置 1,其他元素为 0. 利用统计直方图

确定阈值 Κm , 具有一定的自适应性的特点. 下面利

用w k
j 来提取信号突变点处的小波系数.

　　设 j = 0和 j = 1小波系数的向量或矩阵为 dk
0

和 d k
1,w k

0是尺度 0与尺度 1乘积后由式 (4) 得到的结

果,w k
1 是尺度 1 与尺度 2 乘积后由式 (4) 得到的结

果,则可通过下面两个算式提取信号突变点处的重

构小波系数的估计值:

d k
0 = d k

0õ3 w k
0, k = 1 o r k = 1, 2, 3; (5)

d k
1 = d k

1õ3 w k
1, k = 1 o r k = 1, 2, 3. (6)

3. 4　其他尺度小波系数的处理

　　信号突变处前 2个尺度的小波系数通过式 (5)

和 (6) 被提取出来, 小波分解的更高尺度虽然也包

含信号突变处的小波系数, 但这些系数可能被过渡

平滑造成位置改变, 所以不能将它们看成重要突变

处的小波系数. 为在信号重构时, 达到该平滑则平

滑、该突变则突变的效果,本文对其他尺度的小波系

数采用式 (1) 的硬阈值函数算法提取小波系数.

　　通过上述处理便可得到重构信号所需的全部

小波系数估计值, 再结合尺度系数利用离散二进制

小波的逆变换即可得到去噪后的信号.

4　仿真实验
　　通过对含有高斯白噪声的 1× 4096 B lock s信

号 (Ρ = 0. 3) 和 256× 256 L ena图像 (Ρ= 15) 进行

数值仿真, 并将本文算法去噪结果与Donoho 和

John stone的硬阈值和软阈值方法进行了比较. 小波

采用的是D aubech ies (8) 小波, 对信号进行小波分

解的尺度数为 4. 本文算法的数值仿真程序是利用

M atlab6. 0编写的, 硬阈值和软阈值去噪程序采用

W aveL ab802 中的程序. 衡量算法好坏的指标采用

均方差 (M SE) 和信噪比 (SN R ) ,本文按文献 [ 9 ] 给

出的定义计算M SE 和 SN R. 因为软阈值去噪的效

果不如硬阈值的好,所以对图像仿真只给出了本文
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算法与硬阈值去噪方法的比较, 仿真结果见表 1 和

图 3,图 4.

表 1　不同算法去噪的M SE和 SNR结果

B lock s信号

SN R M SE

L ena图像

SN R M SE

含噪声信号 18. 25 0. 086 6 17. 04 399. 84

本文算法 29. 75 0. 007 8 22. 82 105. 60

硬阈值算法 25. 47 0. 017 2 21. 65 138. 06

软阈值算法 20. 06 0. 063 5

图 3　加噪的 Blocks信号数值仿真

图 4　加噪的L ena 图像数值仿真

5　结　　论
　　从表 1 中的信噪比和均方差结果可以看出,采

用本文去噪方法,对有突变点的信号去噪能力强于

硬阈值和软阈值去噪方法. 从图3和图4来看,本文

去噪方法在有效去除噪声的同时,能较好地保留信

号突变点处的特征,其总体效果要优于硬阈值和软

阈值的去噪效果,因此本文方法更适合于对非平稳

信号的去噪. 另外,本文方法还具有算法简单,阈值

选取具有一定的自适应性等特点.
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