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河流水质模型求解的Chebyshev正交多项式方法

史 忠 科
(西北工业大学 自动控制系, 陕西 西安 710072)

摘　要: 提出一种考虑弥散时 Streeter2Phelp s一维稳态河流水质模型Chebyshev正交多项式的近似解法. 通过对稳

态 河流水质模型的非线性高阶微分方程式分析,采用Chebyshev正交多项式对各阶微分和弥散系数D 进行近似描

述,得到稳态河流水质模型的近似表达式. 针对近似模型给出了误差指标,并采用最小二乘对近似式中的未知参数进

行估计; 同时,对算法的总精度进行了讨论. 仿真结果表明,该方法的精度高于多种微分方程数值计算方法 (如龙格2
库塔) ,不仅可以提高生化需氧量的计算精度,而且能够大大提高溶解氧浓度计算结果的准确性.
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Abstract: A so lu tion schem e of Streeter2Phelp s model of one2dim ensional sto rm w ater quality is p resen ted. T h rough

analyzing h igh2o rder differen tia l equations of steady sto rm 2w ater quality model, sh ifted2Chebyshev po lynom ials are

used to app rox im ate a series of differen tia ls of BOD param eter and diffusion2coefficien t D. A app rox im ate so lu tion of

steady sto rm w ater quality model is developed. To get the coefficien t vecto r of sh ifted2Chebyshev po lynom ials, least

square m ethod is in troduced. Sim ulation resu lts show that the app roach can give mo re accurate est im ates of BOD and

DO than the o rdinal m ethods.
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1　引　　言
　　对于较长河段或河流进行水质规划时,常常需

要使用一维水质模型. 在所有一维模型中,应用最多

的是BOD 2DO 耦合模型. 该模型能较为真实地反映

实际,因此对水污染控制具有普遍的重要性. 几十年

来,人们一直对最具代表性的Streeter2Phelp s 模型

进行了研究[1, 2 ]. 当复氧系数与水流速度的比值很小

时,实际分析时可以不考虑弥散作用[3 ]; 然而,当复

氧系数与水流速度比值不可忽略时,在对水质分析

时,必不可免地要面临高解非线性系统求解问题. 对

此,国内外很多学者给出了一系列逼近方法,但计算

过于复杂且对求解算法的收敛性和计算精度讨论较

少[4～ 7 ]. 为保证求解的收敛性和工程精度,本文给出

了一种正交级数逼近方法.

2　河流水质模型
　　 一维稳态河流水质模型可用生化需氧量

(BOD ) 和溶解氧 (DO ) 两组方程来表达:

u
5L
5x

= D
5 2L
5x 2 - K 1L ,

u
5O
5x

= D
5 2O
5x 2 - K 1L + K 2 (O s - O ).

(1)

式中 : L 和O 分别为水中B O D 和溶解氧浓度
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[M L - 3 ], D 为弥散系数[L 2T - 1 ], K 1和 K 2分别为耗

氧与复氧系数 [T - 1 ], u 为断面平均流速 [L T - 1 ],O s

为水中饱和溶解氧浓度[M L - 3 ].

　　当 K 2öu 2 ν 1时,式 (1) 可近似求解[3 ] ,而对于

其他情形, 式 (1) 求解比较困难. 为此, 本文作如下

处理:

　　因弥散系数D = O s - O ,由式 (1) 可得

L = - (D 5 2D
5x 2 - u

5D
5x

- K 2D ) öK 1, (2)

5L
5x

= -
1

K 1
(5D5x

5 2D
5x 2 + D

5 3D
5x 3 -

　　u
5 2D
5x 2 - K 2

5D
5x ) , (3)

5 2L
5x 2 = -

1
K 1 [ (5

2D
5x 2 )

2
+ 2

2D
5x

5 3D
5x 3 +

　　　D
5 4D
5x 4 - u

5 3D
5x 3 - K 2

5 2D
5x 2 ]. (4)

将式 (2)～ (4) 代入式 (1) ,得

u
K 1

(5D5x
5 2D
5x 2 + 2D

5 3D
5x 3 ) + (1 +

K 2

K 1
)D 5 2D

5x 2 =

u 2

K 1

5 2D
5x 2 + (1 +

K 2

K 1
) u

5D
5x

+ K 2D +

D
K 1

[ (5
2D

5x 2 )
2

+ 2
5D
5x

5 3D
5x 3 + D

5 4D
5x 4 ]. (5)

由式 (5) 可见, 水质模型求解必须涉及高阶非线性

问题.

3　模型的级数逼近

　　为简化问题,将水中BOD 和溶解氧浓度54D
5x 4 展

成Chebyshev 正交级数, 并将Chebyshev 正交多项

式定义为

T i (z ) = co s ( i co s- 1z ) ,

i = 0, 1, 2,⋯; - 1≤ z ≤ 1. (6)

　　为便于应用,令

x = Β(1 - z ) ö2, (7)

将 x 的取值区间扩展到 [ 0, Β]. 于是得到如下的

Chebyshev正交多项式的递推形式:

T 0 (x ) = 1,

T 1 (x ) = 1 - 2x öΒ,

T 2 (x ) = 8 (x öΒ) 2 - 8 (x öΒ) + 1,

�
T i+ 1 (x ) = 2T 1 (x ) T i (x ) - T i- 1 (x ).

(8)

令

5 4D
5x 4 ≈ ∑

n

i= n

d if i (x ) =

[d 1 d 2 ⋯ d n ] [ f 1 (x ) f 2 (x ) ⋯ f n (x ) ]T =

dTf . (9)

式中: f = [T 0 (x ) T 1 (x ) ⋯ T N (x ) ]T , d为待确定常

数 (成为参数向量).

　　这样,各阶导数和D 分别为

5 3D
5x 3 ≈ dT∫

x

x 0

f dx +
5 3D
5x 3

x = x 0

=

dTH f +
5 3D
5 x 3

x = x 0

= dTH f + A 3, (10)

5 2D
5x 2 ≈ dTH 2f +

　　　5 3D
5x 3

x = x 0

(x - x 0) +
5 2D
5x 2

x = x 0

=

　　　dTH 2f + A 2, (11)

5D
5x
≈ dTH 3f +

1
2

5 3D
5x 3

x = x 0

(x - x 0) 2 +

　　　5 2D
5x 2

x = x 0

(x - x 0) +
5D
5x x = x 0

=

　　　dTH 3f + A 1, (12)

D = dTH 4f +
1
6

5 3D
5x 3

x = x 0

(x - x 0) 3 +

　　 1
2

5 2D
5x 2

x = x 0

(x - x 0) 2 +

　　5D
5x x = x 0

(x - x 0) + D 0 =

　　dTH 4f + A 0. (13)

式中

A 3 =
5 3D
5x 3

x = x 0

,

A 2 =
5 3D
5x 3

x = x 0

(x - x 0) +
5 2D
5x 2

x = x 0

,

A 1 =
1
2

5 3D
5x 3

x = x 0

(x - x 0) 2 +

　　5 2D
5x 2

x = x 0

(x - x 0) +
5D
5x x = x 0

,

A 0 =
1
6

5 3D
5x 3

x = x 0

(x - x 0) 3 +

　　 1
2

5 2D
5x 2

x = x 0

(x - x 0) 2 +

　　5D
5x x = x 0

(x - x 0) + D 0,

H = Β

1ö2 - 1ö2 0 ⋯

1ö8 0 - 1ö8 ⋯

- 1ö6 1ö4 0 ⋯

- 1ö16 0 1ö8 ⋯

� � � ω
- 1

2 (m - 1) (m - 3) 0 0 ⋯

- 1
2m (m - 2) 0 0 ⋯

→
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　　　　←

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

� � �
1

4 (m - 3) 0
- 1

4 (m - 1)

0
1

4 (m - 2) 0

,

m = 4, 6,⋯.

对于水中BOD 的求解, 可将式 (9)～ (13) 代入式

(2) 中直接得到,即

L = [ (dTH 4f + A 0) (dTH 2f +

A 2) - u (dTH 3f + A 1) -

K 2 (dTH 4f + A 0) ]öK 1. (14)

4　等价逼近式和计算方法
　　将式 (9)～ (13) 代入式 (5) 中可得

u
K 1

[ (dTH 3f + A 1) (dTH 2f + A 2) +

2 (dTH 4f + A 0) (dTH f + A 0) ] +

(1 +
K 2

K 1
) (dTH 4f + A 0) (dTH 2f + A 2) =

u 2

K 1
(dTH 2f + A 2) +

(1 +
K 2

K 1
) u (dTH 3f + A 1) +

K 2 (dTH 4f + A 0) +
1

K 1
(dTH 4f +

A 0) {[ (dTH 2f + A 2) ]2 +

2 (dTH 3f + A 1) (dTH f + A 3) +

(dTH 4f + A 0) dTf }. (15)

为便于分析,式 (15) 可表示为

d T P 2d + dT P 1 + P 0 -

1
K 1

dTH 4f dTQ 2d = 0. (16)

式中

Q 2 = H 2f f T (H 2) T +

2H 3f f TH T + H 4f f T ,

P 2 =
u

K 1
[H 3f f T (H 2) T +

2H 4f f TH T ] + (1 +

K 2

K 1
)H 4f f T (H 2) T -

A 0

K 1
Q 2 -

1
K 1

H 4f (2H 2f A 2 +

2H 3f A 3 + 2H f A 1 + f A 0) T ,

P 1 =
u

K 1
(H 3f A 2 + H 2f A 1 +

2H 4f A 3 + 2H f A 0) -

u 2

K 1
H 2f + (1 +

K 2

K 1
) ×

(H 4f A 2 + H 2f A 0) - K 2H 4f -

1
K 1

H 4f (A 2A 2 + 2A 1A 3) -

(1 +
K 2

K 1
) uH 3f -

A 0

K 1
(2H 2f A 2 +

2H 3f A 3 + 2H f A 1 + f A 0) ,

P 0 =
u

K 1
(A 1A 2 + 2A 0A 3) + (1 +

K 2

K 1
)A 0A 2 -

u 2

K 1
A 2 - (1 +

K 2

K 1
) uA 1 -

K 2A 0 -
A 0

K 1
(A 2A 2 + 2A 1A 3).

于是, 式 (5) 表示的高阶非线性微分方程问题便转

化为式 (16).

　　定义

e = Υ(dTP 2dδ + dT P 1 + P 0 -

dTH 4f dTQ 2döK 2). (17)

将式 (17) 在 d 的估计值处展开成泰勒级数,可得

e = Υ(õ) + (d - dδ) T 5Υ(õ)
5dδ +

1
2

(d - dδ) T 5Υ(õ)

5d
^

5Υ(õ)

5d
^ T

+

5 2Υ(õ)

5d
^

5d
^ T (d - d

^
) + Χ(d

^
). (18)

式中: Υ( õ ) = Υ(dδT P 2dδ + dT P 1 + P 0 -

dδTH 4f dTQ 2dδöK 1) , dδ为 d 的估计值, Χ(dδ) 为余项.

　　当指标函数取为 J =∫
x

0
e2dx 时,使 J 达到最小

的 dδ可按最小二乘方法估计. 未知参数向量的迭代

估计式为

d - dδ =∫
x

0

5Υ(õ)

5d
^

5Υ(õ)

5d
^

T
+

52Υ(õ)

5d
^

5d
^

T

- 1

×

∫
x

0

5Υ(õ)

5d
^ Υ(õ) dx. (19)

式 (19) 中的偏导数为

5Υ(õ)
5dT = 2P 2d + P 1 - (H 4f dTQ 2d +

　　　　2dTH 4f Q 2d ) öK 1, (20)

5 2Υ(õ)
5d5dT = 2P 2 - {2 (H 4f ) á dTQ 2) +

　　　　2 (dTH 4f )Q 2 +

　　　　2[ f T (H 4) T ] á (Q 2d ) }öK 1. (21)

5　仿真研究及应用
　　为进一步说明上述方法的有效性,对式 (19) 的

迭代算法进行仿真验证. 设有一均匀河段中平均流
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速 u = 12 km öd,L 0 = 55. 897 6 m göl,O s - O 0 =

1. 960 4 m göl, K 1 = 0. 51 d - 1, K 2 = 1. 15 d - 1. 选取

采样周期 (步长) 为 0. 02, 计算点数 = 500. 为说明

计算误差,首先根据实际测量的统计分析,给定函数

D = O s - O ; 然后,再通过式 (2) 得到L 的真值. 这

样,便可直接得到此条件下有关方法的实际误差.

　　图 1给出了采用本文方法所得的 x～ (O s - O )

和 x～ L 拟合曲线 (其中: 实线为计算值,虚线为理

论值). 由图 1可见, 采用本文的逼近方法可获得比

较准确的拟合结果. 本方法已成功地用于延安市延

河水的水质判定,取得了良好的效果.

图 1　按Chebyshev正交级数逼近的结果

6　结　　语
　　为减少考虑弥散时Streeter2Phelp s一维稳态河

流水质模型求解方法的误差, 本文给出了以

Chebyshev 正交多项式为基础的求解方法. 根据

Chebyshev正交多项式近似模型, 采用最小二乘估

计对近似式中的未知参数进行估计. 仿真结果表明,

该方法的精度高于多种微分方程数值计算方法 (如

龙格2库塔) , 不仅可以进一步提高BOD 的计算精

度,而且能大大提高溶解氧浓度计算结果的准确性.

理论和实际应用结果都表明,本文方法可用于一维

稳态河流水质的预测和检测结果的分析.
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