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量子力学系统的输出反馈控制
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摘　要: 研究量子系统输出反馈控制问题建模以及控制律设计问题. 首先讨论了量子力学V on N eum ann 测量原理

与连续测量模型的一致性; 然后在连续测量模型的基础上总结了已有量子反馈模型的结果,归纳出量子输出反馈控

制系统模型;最后针对单比特振幅退相干抑制问题,利用线性直接输出反馈控制设计反馈控制律,指出利用最优控制

的方法设计线性输出反馈控制的比例系数,可以得到较好的结果.
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Abstract: T he modeling and design of ou tpu t feedback con tro l of quan tum system s are studied. F irst ly, the

compatib ility of V on N eum ann m easurem ent p rincip le and con tinuous m easurem ent is discussed. T hen based on the

con tinuous m easurem ent and the ex isted quan tum feedback con tro l schem es, the general models of ou tpu t feedback

con tro l of quan tum system s are summ arized. F inally, the linear direct ou tpu t feedback con tro l stra tegy is app lied to

supp ress the amp litude decoherence in quan tum computers. It is show n that good resu lts can be ob tained by

op tim ally designed p ropo rt ional coefficien t of the linear ou tpu t feedback con tro l.
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1　引　　言
　　在控制理论中,反馈[1 ]是一项重要的控制技术.

由于反馈控制可通过测量得到的系统状态实时调节

控制输入,从而使得控制律具有很好的反抗外部干

扰的鲁棒性,且反馈控制设计更加灵活.

　　在经典系统的控制中,反馈技术已广泛应用于

各个方面. 但量子系统[2 ]的反馈控制却存在本质上

的困难,因为反馈需要利用系统的测量信息,而由于

量子系统通常处于物质构成的最基本层次,测量过

程本身会对系统状态产生不可逆的破坏作用. 根据

海森堡测不准原理,这种破坏作用是不可忽略的. 于

是,信息的获取和干扰的引入便构成了一对尖锐的

矛盾.

　　随着量子测量理论和实验技术的发展,越来越

多的学者对量子反馈问题进行了研究. 量子反馈控

制理论主要沿两条路线得到了发展: 一条是由Sho r

等[3 ]提出的源于经典纠错的量子纠错理论,建立在

传统的V on N eum ann 测量理论框架[4 ]下,认为测量

对系统状态的破坏是瞬间发生的,因此测量和反馈

都是离散的; 另一条路线是源于量子轨线理论的量

子连续反馈理论[5～ 7 ],由W isem an 等[6 ]首先提出,他

们认为测量及反馈对系统状态的影响可以看作一个

连续的过程, 从而可用微分方程描述出来. 随后

Doherty 等[8 ]又将这种理论进一步发展, 并结合传

统控制中最优控制和滤波的理论将量子反馈控制应

用到实际的物理系统中.
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　　本文基于以上两种不同的思路,首先讨论两种

测量和反馈模型的相容性问题; 然后在量子连续测

量反馈理论框架下,讨论一般的有限能级量子系统

反馈控制的建模问题; 最后结合具体实例研究控制

律的设计问题.

2　测量原理与连续测量
　　考虑具有N 个离散能级的量子系统,对物理量

A 进行测量. 在量子力学中,A 可表示成N 维厄米矩

阵. 一般地,用密度算符表示的V on N eum ann 测量

原理可描述如下:

　　Von Neumann 测量原理 　 设 Κ1,⋯, ΚN 以及

ûΩ1〉,⋯ûΩN〉分别为A 的特征值和特征向量 (为简

便起见,假设A 的特征根是互异的). 定义矩阵M i =

ûΩi〉〈Ωiû , i = 1,⋯,N . 其中: ûΩi〉是D irac符号[3 ] 中

的右矢,可看作一个列向量;〈Ωiû 是D irac符号中的

左矢, 可看作经 ûΩi〉共轭转置得到的行向量. 设测

量前系统密度矩阵为 Θ, 则对物理量A 测量后系统

密度矩阵变为

Θζ = ∑
N

i= 1
t r (ΘM i)M i.

　　 对于连续测量模型, 部分学者[6～ 8 ] 认为, 测量

引起状态的改变可看作一个连续演化的过程. 当考

察系统的平均行为时, 它可用描述密度算符演化的

微分方程—— 主方程来描述,即

Θα= # AD [A ]Θ=

1
2

# A {[A Θ,A ] + [A , ΘA ]}, (1)

其中: # A ∈R 代表测量的强度, [A ,B ] = A B - B A

代表矩阵对易运算. 假设方程的解为 Θ( t, # A ) ,则主

方程描述的模型和V on N eum ann 测量原理在一定

条件下是一致的. 在给出主要结论之前需要做一些

准备.

　　 在 N 维复矩阵空间中引入内积〈A ,B 〉=

trA + B , 则M i是正交归一的. 将其扩充为N 维复矩

阵空间中的一组完备正交基{M 1,⋯,M N 2}, 其中每

个矩阵都是厄米矩阵. 例如, 除矩阵M 1,⋯,M N 之

外,剩余矩阵可选择为

　　 1

2
(ûΩi〉〈Ωj û + ûΩj〉〈Ωiû ) ,

或 　　 i

2
(ûΩi〉〈Ωj û - ûΩj〉〈Ωiû ).

　　引理 1　若A 的特征根互异,则与A 对易的物

理量所组成的集合恰为M 1,⋯,M N 张成的复矩阵空

间F A ,即物理量B 与A 对易的充要条件是B 可分

解为B = ∑
N

i= 1
ΛiM i 的形式.

　　证明　注意A = ∑
N

i= 1
ΚiM i.

　　1) 充分性: A ,B 在 ûΩ1〉,⋯, ûΩN〉这组基下均

表示为对角阵,因此对易.

　　2) 必要性:由于A ,B 对易,且A 特阵根互异,可

以找到一组共同特征向量, ûΩ1〉,⋯, ûΩN〉. 注意到B

在此基下为对角阵,因而可写为B = ∑
N

i= 1
ΛiM i. □

　　将式 (1) 在矩阵基{M 1,⋯,M N 2}下表示成向量

方程. 经计算可得如下关系式:

M iM j = ∑
N 2

k= 1

(eijkM k + if ijkM k ). (2)

在式 (2) 两侧取厄米共轭,由M i ( i = 1,⋯,N 2) 是厄

米矩阵,且 eijk , f ij k ∈R 可知

[M i,M j ] = 2i∑
k

f ijkM k ,

{M i,M j } = k∑
k

eijkM k.

从而

eij k =
1
2

tr ({M i,M j }M k ) ,

f ijk = -
i
2

tr ( [M i,M j ]M k ).

由此知 eijk 关于脚标对称, f ijk 关于脚标反对称.

　　对于给定的N 2 维向量 a ,令

(R a ) ij = ∑
k

ek ijak , (W a ) ij = ∑
k

f k ijak. (3)

则矩阵R a ,W a 有如下性质:

　　1) R a 为对称矩阵,W a 为反对称矩阵;

　　2) R Κa+ Λb = ΚR a + ΛR b,W Κa+ Λb = ΚW a + ΛW b.

　　引理 2　设矩阵A = a õM ,B = b,M ,其中M

是{M 1,⋯,M N 2}所组成的矩阵向量,则

A B = (R ab + iW ab) õM , (4)

[A ,B ] = (2iW ab) õM . (5)

　　由式 (5) 可知所有与A 对易的矩阵B 都满足

W ab = 0,即

F A = {bûW ab = 0}. (6)

　　证明　由式 (2) 经简单计算便可得证. □

　　 这样, 根据以上结果便可以将式 (1) 在矩阵基

的坐标形式下表示成向量形式.

　　引理3　按矩阵基{M 1,⋯,M N 2}将主方程模型

(1) 中各个矩阵表示,其中Θ= ΘõM ,而A = aõM ,

则主方程模型 (1) 可表示成

Θ
õ

= 2# AW 2
a Θ. (7)

　　有了上面的准备工作,便可给出并证明本文的

主要结论.

　　定理 1　V on N eum ann 测量原理是连续测量

模型 (1) 在测量强度无限大的前提下的极限情形,
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即

lim
#A →∞

Θ( t, # A ) = Θζ. (8)

　　证明　因为W a是反对称的,所以W 2
a是对称矩

阵且是半负定的,故可知

bTW 2
a b = - (W ab) T (W ab) = 0Ζ W ab = 0.

结合式 (6) 可知W 2
a 的零特征子空间即为F A.

　　进一步,可将W 2
a 表示为

W 2
a =

0 0

0 8D 8 T ,

其中

D = -

ΧN + 1

ω
ΧN 2

为对角阵,且Χi > 0,而8 = (ΞN ,⋯, ΞN 2) 为N 2 - N

维正交阵. 此时式 (7) 的解可表示为

Θ( t, # A ) = exp {2# AW 2
a ( t - t0) }Θ=

I 0

0 0
Θ+ ∑

N 2

i= N + 1
e- 2#A Χi

( t- t0) 0 0

0 ΞiΞT
i

Θ. (9)

显然有

lim
#A →∞

Θ( t, # A ) =
I 0

0 0
Θ.

注意到方程右式恰为Θζ在{M 1,⋯,M N 2}基下的向量

表示,故式 (8) 得证. □

　　注1　上述结论容易推广到当A 含简并特征值

的情形. 此时需要引入一组完备观测量A 1,⋯,A r以

唯一确定量子测量的结果. 证明过程也可推广到这

种一般情形.

3　量子反馈控制模型
　　上节证明了一般意义上的连续测量模型的合

理性,下面在该模型的基础上进一步讨论反馈控制.

　　首先考虑单个量子系统的动力学方程. 连续测

量下系统的演化可用如下随机主方程来描

述[5, 6, 8, 9 ]:

dΘc = # AD [A ]Θcd t + # A H [A ]ΘcdW , (10)

其中: D [A ]Θc定义在式 (1) 中给出, H [A ]Θc定义为

H [A ]Θc = A Θc + ΘcA - tr (A Θc + ΘcA ) Θc,

(11)

dW 是标准的W iener过程.

　　量子系统的反馈控制一般是通过将外加光场

或电磁场与系统的某些力学量发生相互作用而加入

的. 通常, 引入输出反馈控制的系统模型可表示

为[8, 10 ]

dΘc = - i[H 0 + u ( t)H F , Θc ] +

# AD [A ]Θcd t + # A H [A ]ΘcdW , (12)

其中: H 0为系统自由演化哈密顿量, H F 为反馈哈密

顿量. 输出反馈 u ( t) 可表示成 t时刻前测量结果以

及噪声的函数,即

u ( t) = u ({〈A 〉c (Σ) ,W (Σ) ûΣ≤ t}) , (13)

其中测量均值〈A 〉c = tr (A Θc) 为对A 测量输出的结

果. 为保证系统状态Θc的Gau ss性质,通常选取u ( t)

为线性反馈的形式; 同时,为保证系统的M arkov 性

质,进一步将控制选取为瞬时线性输出反馈形式,即

u ( t) = Κ( t)〈A 〉c = Κ( t) t r (A Θc). (14)

因此,在上述反馈控制下系统随机主方程 (12) 可表

示成

dΘc = - i[H 0 + Κ( t)〈A 〉cH F , Θc ] +

# AD [A ]Θcd t + # A H [A ]ΘcdW . (15)

对式 (15) 作系综平均, 则得到如下的双线性主方

程[5 ]:

Θ
õ

= - i[H 0, Θ] - iΚ( t) [H F ,A Θ+

ΘA ] + # AD [A ]Θ. (16)

　　如果考虑系统与环境的相互作用,则式 (16) 可

进一步写成[6, 11 ]

Θ
õ

= - i[H 0, Θ] - iΚ( t) [H F ,A Θ+ ΘA ] +

# AD [A ]Θ+ ∑
Λ

# ΛD [L Λ]Θ. (17)

其中最后一项中每一个L indb lad项 # ΛD [L Λ ]Θ都代
表某种可能的环境影响.

4　例　　子
　　量子技术中一个很重要的问题就是退相干抑

制. 考察量子计算机中单比特量子系统的振幅退相

干问题[12 ] , 它是由自发跃迁产生的一种退相干机

制. 量子计算机的实际物理实现中,原子通过与环境

真空场发生相互作用向外自发发射光子而衰退到基

态,这一过程会引起原子不可逆的能级跃迁,使系统

能量向环境中流失, 因而对于量子计算机的物理实

现影响很大.

　　振幅退相干的模型可用主方程描述为

Θ
õ

= - i[H 0, Θ] + #D [Ρ- ]Θ, (18)

其中: Ρ- = Ρx - iΡy; H 0 =
1
2

ΞΡz; Ρx , Ρy , Ρz 分别为如

下定义的 Pau li矩阵:

Ρx =
1

1
, Ρy =

- i

i
, Ρz =

1

- 1
.

(19)

　　考虑采用零频测量[9 ] 引入反馈控制抑制自发

跃迁过程. 实验装置如图 1[9 ] 所示,将待测原子置于

光腔中,用一束光穿过光腔照射原子,在光腔的另一

侧用探测器测量出射光, 从而间接测得原子的 z 方
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向的自旋分量〈Ρz〉. 探测器将测得的光信号转化为

电信号得到光电流 I c ( t) ,光电流由一个放大装置放

大Κ( t) 倍,再转化为加在原子上的 y 方向上的磁场,

从而改变原子的状态,这一过程可用如下方程表示:

　　Θ
õ

= - i[
1
2

ΞΡz , Θ] - iΚ( t) [Ρy , Ρz Θ+ ΘΡz ] +

　　　　# Ρz
D [Ρz ]Θ+ #D [Ρ- ]Θ. (20)

图 1　反馈控制装置

　　希望能够设计一种控制, 即放大系数 Κ( t) , 使

得由式 (20) 描述的系统状态与不考虑退相干影响

的系统自由演化动态尽量接近. 这个问题可转化为

如下的轨线跟踪问题:

m in
Κ( t)∫

tf

0
[ t r (Θ( t) - Θ0 ( t) ) 2 + ΕΚ2 ( t) ]d t,

s. t. Θ
õ

= - i[
1
2

ΞΡz , Θ] - iΚ( t) [Ρy , Ρz Θ+

　　　　ΘΡz ] + # Ρz
D [Ρz ]Θ+ #D [Ρ- ]Θ. (21)

其中Θ0 ( t) 为方程Θα= - i[H 0, Θ]的解,代表不考虑

退相干系统自由演化的动态.

　　可以用极大值原理求解 Κ( t) ,但相应要求解一

个复杂的非线性微分方程,此方程没有解析解,因此

一般情况下只能采取数值仿真的方法.

　　 图 2给出了〈Ρx〉随时间演化的仿真结果,它反

映了系统状态相干性随时间的变化 (图中:虚线代表

不考虑退相干不加控制的曲线; 点划线代表不加控

制考虑退相干的曲线; 实线代表加入控制后的曲

线). 不考虑退相干影响时,〈Ρx〉以正弦形式变化,称

振荡 ; 而考虑退相干影响后 ,〈Ρx〉分量迅速为

图 2　t - 〈Ρx〉曲线

R ab i衰减为零, 代表了相干性的迅速消失. 对此引

入反馈控制,并按上述最优控制策略设计 Κ( t). 仿真

表明, Ρx 方向的退相干过程得到了部分抑制.

　　 在选取反馈哈密顿量时直接选取了 Ρy ,这使得

反馈控制对 Ρy 方向的退相干过程几乎没有抑制作

用. 如何合理选取反馈哈密顿量使得各个方向的退

相干过程都得到抑制,这个问题需要进一步的研究.

　　本例中控制律设计基于作过系综平均后的主

方程模型 (16). 这种模型只考虑了测量仪器对系统

的影响, 而没考虑数据的读出过程, 即“只测不读”,

在反馈过程中反馈的信息实质上是量子信息. 考虑

数据读出的测量过程需要用形如式 (15) 的随机主

方程模型描述,“读出”是将量子信息转化为经典信

息的过程,并利用此信息设计作为“经典系统”的控

制器. 基于“读出”模型的控制设计效果有待进一步

研究.

5　结　　语
　　本文讨论了一般量子系统的反馈控制模型的建

模问题. 在此基础上,初步讨论了利用反馈控制抑制

2 能级量子系统的退相干过程的问题,并基于最优

控制的方法设计了控制律. 在量子反馈控制模型的

基础上可进一步讨论鲁棒控制等问题.

参考文献 (References)

[1 ] F rank lin G F, Pow ell J D , N aein i A E. F eed back

con trol of dy nam ic sy stem s [M ]. N J : P ren tice2H all,

2002.

[2 ] 丛爽, 郑毅松, 姬北辰,等. 量子系统控制发展综述[J ].

量子电子学报, 2003, 20 (1). 129.

( Cong S, Zheng Y S, J i B C, et a l. Survey of

developm ents in quan tum system contro l [J ]. Ch inese

J ou rna l of Q uantum E lectron ic, 2003, 20 (1) : 129. )

[3 ] Sho r P. Schem e fo r reducing decoherence in quan tum

computer m emo ry [ J ]. P hy sica l R ev iew A , 1995, 52

(R ) : 249322496.

[4 ] V on N eum ann. M athem atica l f ound a tions of quan tum

m echan ics [M ]. P rinceton: P rinceton U niversity P ress,

1955.

[5 ] W isem an H M , M ilburn G J. Squeezing via feedback

[J ]. P hy sica l R ev iew A , 1994, 49 (2) : 135021366.

[6 ] W isem an H M. Q uantum trajecto ries and feedback [D ].

B risbane: T he U niversity of Q ueensland, 1994.

[7 ] Ian Percival. Q uantum sta te d if f usion [M ]. Cam bridge:

Cam bridge U niversity P ress, 1998.

[8 ] Doherty A C, Jacobs K. Feedback con tro l of quan tum

system s using con tinuous sta te est im ation [J ]. P hy sica l

R ev iew A , 1999, 60 (4) : 270022709.

(下转第615页)

610 控　　制　　与　　决　　策 第 20 卷



Perth, 1995, Ì : 194221948.

[2 ] Eberhart R C, Sh i Y. Part icle sw arm op tim ization:

D evelopm ents, app licat ions and resources [A ]. P roc

Cong ress on E volu tionary Com p u ta tion [ C ]. Seou l,

2001, (b) : 81286.

[3 ] Sh i Y, Eberhart R C. A modified part icle sw arm

op tim izer [ A ]. P roc of the IE E E In t Conf on

E volu tionary Com p u ta tion [C ]. A ncho rage, 1998, (b ) :

69273.

[4 ] Sh i Y, Eberhart R. C. Fuzzy adap tive part icle sw arm

op tim ization [ A ]. P roc of the IE E E Conf on

E volu tionary Com p u ta tion [C ]. Seou l, 2001: 1012106.

[5 ] Eberhart R C, Sh i Y. Comparing inert ia w eigh ts and

constrict ion facto rs in part icle sw arm op tim ization [A ].

P roc of the IE E E Conf on E volu tionary Com p u ta tion

[C ]. San D iego, 2000, 1: 84288.

[6 ] A ngeline Peter J . U sing selection to imp rove part icle

sw arm op tim ization [A ]. P roc of the IE E E Conf on

E volu tionary Com p u ta tion [C ]. A ncho ragen, 1998: 842
89.

[7 ] N atsuk i H , H ito sh i I. Part icle sw arm op tim ization w ith

gaussian m utation [ A ]. P roc of IE E E Sw arm

In tellig ence S ym p osium [C ]. Indianapo lis, 2003: 72279.

[8 ] V estersrrom J S, R iget J , K rink T. D ivision of labo r in

part icle sw arm op tim ization [A ]. P roc of the IE E E

Cong ress on E volu tionary Com p u ta tion [ C ]. H aw aii,

2002: 157021575.

[9 ] van den Bergh F, Engelb rech t A P. T rain ing p roduct

un it netw o rk s using cooperative part icle sw arm

op tim izers [ A ]. P roc of the 3rd Genetic and

E volu tionary Com p u ta tion Conf [ C ]. San F rancisco,

2001: 1262131.

[10 ] Zhang W J. X ie X F. D EPSO : H ybrid part icle sw arm

w ith differen tia l evo lu tion operato r [A ]. IE E E In t

Conf on S y stem M an & Cy bem etics [C ]. W ash ington,

2003: 381623821.

[11 ] A l2Kazem i B , M ohan C K. M ulti2phase generalizat ion

of the part icle sw arm op tim ization algo rithm [A ]. P roc

of the Cong ress on E volu tionary Com p u ta tion [ C ].

Hono lu lu, 2002, 1: 4892494.

[12 ] X ie X F, Zhang W J. D issipative part icle sw arm

op tim ization [ A ]. P roc of the 2002 Cong ress on

E volu tionary Com p u ta tion [ C ]. Hono lu lu, H aw aii,

2002, 2: 145621461.

[13 ] Fukuyam a Y, Yo sh ida H. A part icle sw arm

op tim ization fo r reactive pow er and vo ltage con tro l in

electric pow er system s [ A ]. P roc Cong ress on

E volu tionary Com p u ta tion [C ]. Seou l, 2001: 87293.

[14 ] 侯志荣,吕振肃. IIR 数字滤波器设计的粒子群优化算

法[J ]. 电路与系统学报, 2003, 8 (4) : 16220.

(Hou Z R , L u Z S. Part icle sw arm op tim ization

algo rithm fo r IIR digita l filters design [ J ]. J of

C ircu its and S y stem , 2003, 8 (4) : 16220. )

[15 ] Eberhart R C, H u X. H um an tremo r analysis using

part icle sw arm op tim ization [A ]. P roc Cong ress on

E volu tionary Com p u ta tion [ C ]. P iscataw ay: IEEE

Service Center, 1999: 192721930.

[16 ] 吴立成,孙富春,孙增圻. 柔性空间机器人振动抑制轨

迹规划算法[J ]. 机器人, 2003, 25 (3) : 2502254.

(W u L C, Sun F C, Sun Z Q. Op tim al tra jecto ry

p lann ing of flex ib le space robo t fo r vib rat ion reducing

[J ]. R obot, 2003, 25 (3) : 2502254. )

[17 ] 柯晶,钱积新. 应用粒子群优化的非线性系统辨识[J ].

电路与系统学报, 2003, 8 (4) : 12215.

(Ke J , Q ian J X. N onlinear system iden tificat ion using

part icle sw arm op tim ization [ J ]. J of C ircu its and

S y stem , 2003, 8 (4) : 12215. )

[18 ] Sh i Y, Eberhart R C. Emp irical study of part icle

sw arm op tim ization [A ]. P roc of the 1999 Cong ress on

E volu tionary Com p u ta tion [ C ]. P iscataw ay: IEEE

Service Center, 1999: 194521950.

[19 ] X ie X F, Zhang W J , Yang Z L. A dap tive part icle

sw arm op tim ization on individual level[A ]. In t Conf on

S ig na l P rocessing [C ]. Beijing, 2002: 121521218.

　　 (上接第610页)

[9 ] T hom sen L K, M ancin i S, W isem an H M. Sp in

squeezing via quan tum feedback [J ]. P hy sica l R ev iew

A , 2002, 65 (061801) 124.

[10 ] Stock ton J K, Gerem ia J M , Doherty A C, et a l.

Robust quan tum param eter est im ation: Coheren t

m agnetom etry w ith feedback [EBöOL ]. h ttp: ööarx iv.

o rgöabsöquan t2phö0309101, 2003.

[11 ] Doherty A C, H abib S, Jacobs K, et a l. Q uan tum

feedback con tro l and classical con tro l theo ry [ J ].

P hy sica l R ev iew A , 2000, 62 (012105) : 1213.

[12 ] N ielsen A , Chuang L. Q uantum com p u ta tion and

quan tum inf orm ation [M ]. Cam bridge: Cam bridge

U niversity P ress, 2000: 3862389.

第 6 期 汪 镭等:基于形式化描述的逻辑分层延迟PSO 算法及应用 615


