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基于LM I方法的时滞分布参数控制系统的镇定
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摘　要: 针对常时滞、多个常时滞及多个变时滞的分布参数控制系统,提出一种与现有研究分布参数控制系统不同

的方法. 该方法通过构造平均L yapunov函数,利用LM I和矩阵不等式知识,在只要求系统本身所固有的系数是负定

矩阵的条件下,给出了所研究的分布参数系统镇定的充分条件. 当模型中时滞为常时滞时,所得的充分条件与时滞无

关; 当模型中时滞为变时滞时,所得模型的镇定准则依赖于时滞. 此外,该方法一个显著优点是所获得的条件容易检

验,因而易于应用.
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Abstract: A m ethod is p ropo sed fo r the distribu ted param eter con tro l system s w ith constan t delays o r t im e2varying

delays. By constructing even type L yapunov functions, and emp loying m atrix inequality and LM I, a num ber of

sufficien t condit ions fo r these types of stab ilizat ion are derived. Fo r the case of constan t t im e delays, the stab ilizat ion

criteria are delay2independen t; fo r the case of t im e2varying delays, the stab ilizat ion criteria are delay2dependen t. In

addit ion, the dist inct advan tage of the m ethod is that the criteria are easy to be checked, and can be app lied to

p ractice easily.
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1　引　　言
　　分布参数系统控制模型在热加工过程[1 ]和人口

迁徙[2 ]等领域有着重要的应用. 目前,对分布参数系

统的控制主要采用变结构控制[1～ 12 ] ,但变结构控制

存在抖动现象. 另外,利用变结构控制理论所设计的

控制器主要是以算子半群理论[1～ 7 ]或矩阵范数理论

为工具设计的[8～ 12 ]. 而文献 [ 8 ]指出,以半群算子理

论为工具设计的控制器给实际应用带来一定的困

难,因为所要求的算子的紧性、可逆性和可交换性难

以验证;另一方面,以矩阵范数理论为工具设计的变

结构控制器在实际应用中存在操作上的困难. 因此

对分布参数系统寻找一种实用有效的方法一直是控

制界的热门课题.

　　本文给出一种比较实用的判定分布参数控制系

统能稳性的方法. 通过选择一种L yapunov 函数,在

选择线性状态反馈控制器的情形下, 利用LM I方

法,运用矩阵不等式知识,在仅需要系统本身所给的

参数是一个负定矩阵的条件下,证明了常时滞分布

参数系统、变时滞分布参数系统以及多个变时滞参

数系统是能稳的.
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2　问题的描述
　　考虑下列具多个变时滞的分布参数系统:

5w i (x , t)
5t

=

D∑
m

k= 1

52w i (x , t)
5x 2

l
+ ∑

n

j= 1
a0

ijw j (x , t) +

∑
n

j= 1
a ijw j (x , t - Σ) + ∑

n

j= 1
biju j (x , t) ,

i = 1, 2,⋯, n. (1)

写成矩阵形式即为

5W
5t

= D ∃W (x , t) + A 0W (x , t) +

A W (x , t - Σ) + B u (x , t). (2)

其中: (x , t) ∈ 8 ×R + ,D > 0和Σ> 0均为常数; A 0

= (a0
ij ) ,A = (a ij ) ,B = (bij ) 为具有相应阶的常数

矩阵; 8 = {x ,‖x‖ < l < + ∞} < R m 为具有光滑

边界 58 的有界区域,且m es8 > 0;状态函数W (x ,

t) = co l (w 1 (x , t) ,w 2 (x , t) ,⋯,w n (x , t) ) ∈R n; ∃ =

∑
m

k= 1

52

5x 2
k
为 8 上的L ap lace 扩散算子. 其初始边值条

件满足

W (x , t) = 0, (x , t) ∈ 58 × [ - Σ, + ∞) ; (3)
或

W (x , t) = Υ(x , t) , (x , t) ∈ 8 × [ - Σ, 0 ]; (4)

5W (x , t)
5n

= 0, (x , t) ∈ 58 × [ - Σ, + ∞). (5)

其中: n为58 的单位外法向量, Υ(x , t) 为适当光滑的

函数.

3　主要结果
　　为得到本文结论,首先给出一些引理.

　　引理 1[13 ]　线性矩阵不等式

Q (x ) S (x )

S T (x ) R (x )
> 0 (6)

等价于

R (x ) > 0,Q (x ) - S (x )R - 1 (x )S T (x ) > 0.

(7)

其中: Q (x ) = Q T (x ) , R (x ) = R T (x ) , S (x ) 关于 x

是仿射的.

　　 引理 2[14 ]　 设U 1,U 2,U 3 是一定维数的实矩

阵,且有U 3 = U T
3 > 0,则对任给标量 Β> 0,都有下

列不等式成立:

U T
2U 1 + U T

1U 2 ≤ Β- 1U T
1U

- 1
3 U 1 + ΒU T

2U 3U 2. (8)

　　在本文中,设反馈控制器为

u ( t) = K x ( t). (9)

　　为了方便,本文将 u (x , t) 简写成 u.

　　定理 1　如果存在矩阵 K ,正定矩阵 P 及标量

Β > 0,对于给定的A 0,A ,B ,使得LM I

A 0 + A T
0 + B K + K TB T + ΒP A

A T - ΒP
< 0

(10)

成立,则系统 (2) 在 (9) 的作用下是渐近稳定的.

　　证明　构造L yapunov函数

V ( t,W (x , t) ) =

∫8W T (x , t)W (x , t) dx +

Β∫8∫
t

t- Σ
W T (x , Η) PW (x , Η) dΗdx.

(11)

其中: P 是正定矩阵,且 P T = P ; Β > 0. 显然该函数

是正定的. 对V ( t,W (x , t) ) 沿式 (2) 求导得

V
õ

= 2D∫8W T ∃W dx +

∫8W T ( t, x ) (A 0 + A T
0 + ΒP )W ( t, x ) dx +

∫8W T ( t, x )A W ( t - Σ, x ) dx +

∫8 [W T ( t - Σ, x )A TW ( t, x ) +

W T ( t, x ) (B K + K TB T )W ( t, x ) -

ΒW T ( t - Σ, x ) PW ( t - Σ, x ) ]dx. (12)

利用引理 2可得

∫8 (W T (x , t)A W (x , t - Σ) +

W T (x , t - Σ)A TW ( t, x ) ) dx ≤

∫8 1
ΒW T ( t, x )A P - 1A TW ( t, x ) dx +

Β∫8W T ( t - Σ, x ) PW ( t - Σ, x ) dx. (13)

又利用边值条件与分部积分可算得

∫8W T ∃W dx =∑
n

i= 1∫8w i ( t, x ) ∃w i ( t, x ) dx =

- ∑
n

i= 1
∑

m

k= 1∫8 (5w i

5x k
) dx. (14)

由式 (12)～ (14) 及已知条件得

V
õ
≤- ∑

n

i= 1
∑

m

k= 1∫8 (5w i

5x k
) dx +

∫8W T ( t, x ) (A 0 + A T
0 + ΒP )W ( t, x ) dx +

∫8W T ( t, x ) (B K + K TB T )W ( t, x ) dx +

1
Β∫8W T ( t, x )A P - 1A TW ( t, x ) dx ≤

∫8W T ( t, x ) (A 0 + A T
0 + B K + K TB T +

1
ΒA P - 1A T + ΒP )W ( t, x ) dx < 0. (15)

于是定理得证. □
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　　推论 1　对定理 1,特别地,当B 与矩阵A 具有

相同维数时,取 K = - I ,若存在 Β > 0, 使得

A 0 + A T
0 - B - B T + ΒP A

A T - ΒP
< 0.

(16)

成立, 则系统 (2) 在 (9) 的作用下是渐近稳定的. 其

中 P 是正定的, P T = P.

　　定理 2　如果存在矩阵 K ,正定对称矩阵 P 及

标量 Β > 0,对于给定的A 0,A ,B ,使得LM I

A T
0 P + PA 0 + ΒP + P K TB T PA

B K - P - 1 0

A T P 0 - ΒP

< 0

(17)

成立,则系统 (2) 在 (9) 的作用下是渐近稳定的.

　　证明　取L yapunov函数

V ( t,W (x , t) ) =

∫8W T (x , t) PW (x , t) dx +

Β∫8∫
t

t- Σ
W T (x , Η) PW (x , Η) dΗdx , (18)

其中: P 是正定矩阵, 且 P T = P , Β > 0. 显然V ( t,

W ) 是正定函数.

V
õ

=

2D∫8W T ( t, x ) P (∃W ) dx +

∫8W T ( t - Σ, x )A T PW ( t, x ) dx +

∫8W T ( t, x ) PA W ( t - Σ, x ) dx -

Β∫8W T ( t - Σ, x ) PW ( t - Σ, x ) dx +

∫8W T ( t, x ) (A T
0 P + PA T

0 + ΒP )W ( t, x ) dx +

∫8 (W T (x , t) PB u + uTB T PW (x , t) ) dx. (19)

又W T (x , t) PB u + uTB TPW (x , t) ≤

- [P 1ö2B u - P 1ö2W (x , t) ]T [P 1ö2B u -

P 1ö2W (x , t) ] + uTB T PB u +

W T (x , t) PW (x , t) , (20)

∫8W T ( t, x ) P ∃W ( t, x ) =

∑
n

i= 1
∑

n

j = 1
∑

m

k= 1∫8w jp ij
5

5x k
(5w i

5x k
) dx =

- ∑
m

k= 1∫8 (5W5x k
)

T
P (5W5x k

) > 0. (21)

利用引理 2可算得

∫8 [W T ( t - Σ, x )A T PW ( t, x ) +

W T ( t, x ) PA W ( t - Σ, x ) ]dx ≤

∫8 [
1
ΒW T ( t, x ) PA P - 1A T PW +

ΒW T ( t - Σ, x ) PW ( t - Σ, x ) ]dx. (22)

由式 (19)～ (22) 及条件 (17) 得

V
õ
≤∫8W T ( t, x ) (A T

0 P + PA 0 + ΒP + K TB T PB K +

P +
1
ΒPA P - 1A T P )W ( t, x ) dx < 0. (23)

于是定理 2得证. □

　　下面进一步考虑多时滞的分布控制系统的能

稳性问题. 考虑系统

5W
5t

= D ∃W (x , t) + A 0W (x , t) +

∑
z

q= 1
A qW (x , t - Σq) + B u. (24)

　　定理 3　如果存在矩阵K ,正定矩阵P q及标量

Βq > 0 (q = 1, 2,⋯, z ) ,使得LM I

(A 0 + A T
0 + B K +

K TB T + ∑
z

q= 1
ΒqP q)

A 1 ⋯ A z

A T
1 - Β1P 1 0 0

� 0 ω 0

A T
z 0 0 - Βz P z

< 0

(25)

成立,则系统 (24) 在 (9) 的作用下是渐近稳定的.

　　证明　取正定函数
V ( t,W (x , t) ) =

∫8W T (x , t)W (x , t) dx +

∑
z

q= 1
Βq∫8∫

t

t- Σq

W T (x , Η) P qW (x , Η) dΗdx , (26)

其中: Βq > 0, q = 1, 2,⋯, n;矩阵P q (q = 1, 2,⋯, n )

正定,且 P T
q = P q.

　　类似于定理 1的证明,可证得定理 3成立. □
　　对于变时滞分布参数控制系统的闭环系统的
稳定性,也有类似的结果. 考虑系统

5W
5t

= D ∃W (x , t) + A 0W (x , t) +

A W (x , t - Σ( t) ) + B u (x , t) , (27)

其中: Σ( t) 是可微的,且是非负的有界函数, 0≤Σ( t)

≤ Σ.
　　定理4　假设Σ( t) 满足Σα( t) ≤Γ< 1,且存在矩
阵K ,正定矩阵P 及标量Β,对于给定的A 0,A ,B ,使
得LM I

(A 0 + A T
0 + B K +

K TB T + ΒP )
A

A T - Β(1 - Σα( t) ) P

< 0

(28)
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成立, 则系统 (29) 在反馈作用 (9) 之下是渐近稳定
的.

　　证明　取正定函数

V ( t,W (x , t) ) =∫8W T (x , t)W (x , t) dx +

　　Β∫8∫
t

t- Σ( t)
W T (x , Η) PW (x , Η) dΗdx , (29)

其中: P 为正定矩阵,且 P T = P ; Β > 0. 类似于定理

1的证明,可证得定理 4成立. □

　　下面再研究具多个变时滞分布参数控制系统

的镇定问题. 考虑系统

5W
5t

= D ∃W (x , t) + A 0W (x , t) +

∑
z

q= 1
A qW (x , t - Σq ( t) ) + B u , (30)

其中: Σq ( t) 是可微的, 且是非负的有界函数, 0 ≤

Σq ( t) ≤ Σq, q = 1, 2,⋯, z.

　　类似于定理 1的证明,有如下定理:

　　定理 5　假设Σq ( t) 满足Σαq ( t) ≤Γq < 1 (q = 1,

⋯, z ) , 若存在正定矩阵 P q (q = 1, 2,⋯, z ) , 使得

LM I

A 0 + A T
0 + B K + K TB T + ∑

z

q= 1

ΒqP q

A T
1

�

A T
z

→

←

A 1 ⋯ A z

- Β1 (1 - Σα1 ( t) ) P 1 0 0

0 ω 0

0 0 - Βz (1 - Σαz ( t) ) P z

< 0

(31)

成立, 则系统 (30) 在反馈作用 (9) 之下是渐近稳定

的.

4　矩阵 K 与参数 Β的确定
　　 对于上面所给的定理,我们是先选定参数 Β和
正定矩阵P ,再利用M atlab的LM I工具箱来确定反

馈矩阵K. 然而当反馈矩阵K 给定后,参数Β是否可
任意选取, 使得所给的系统仍是镇定的呢?显然不

是. 下面给出一种确定参数 Β取值范围的方法. 这里

只给出定理 1中参数 Β的确定方法, 其余的可类似

得出.

　　基于定理 1,确定使系统 (2) 镇定的Β的上界可
通过求解下列最优化问题得到:

O p t: m ax Β,

满足 P > 0和式 (10).

这是一个拟凸最优问题, 可利用M atlab 软件中的

LM I工具箱进行求解. 设求出来的最优值为 Βθ > 0,

则对于式 (10) ,当 Β≤ Βθ时,系统 (2) 是镇定的.

　　特别地,对于推论 1,当求得的参数 Β最大值大
于 0时,则选取这种反馈控制是可行的.

5　举　　例
　　为简便起见,对于模型 (1) 给出一个二维例子,

m = n = 2. 其中

A 0 =
- 2 0. 7

0. 5 - 0. 5
,A =

- 1 - 0. 1

3 - 0. 3
,

B =
0. 5 0

0 3
.

取 P = I , K = - I , Β= 1. 利用推论1 立即可知系统

(1) 是稳定的. 显然,该模型不能用文献[ 4～ 12 ] 的

方法判定,这些方法过于复杂.

6　结　　语
　　本文利用L yapunov 函数,结合LM I和矩阵不

等式知识得到了常时滞分布参数系统、变时滞分布

参数系统、以及具多个变时滞的分布参数系统镇定

的充分条件. 该方法的最大优点是选取了较好的

L yapunov函数,即构造了一个关于空间变量平均的

L yapunov函数. 这样,在对所构造的L yapunov函数

沿所给的分布参数系统进行求导时,通过适当的技

术处理,可以将分布参数系统中的偏微分项去掉,从

而有效地降低了分布参数控制系统的处理难度. 本

文所得结果很容易被检验,所以为分布参数控制的

设计提供了很好的理论依据.
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= G 5 = 0. 2. 用M atlab软件的LM I工具箱求得控

制器为

u ( t) = [K + ∃K ]x ( t) ,

其中

K = [ - 18. 836 0　 - 9. 258 4 ],

∃K = D 5F 5G 5K , F T
5 F 5 ≤ I.

5　结　　语
　　本文研究了一类不确定时滞广义系统的鲁棒

非脆弱H ∞ 控制问题. 该问题通过对系统进行广义

二次能稳定且具有 H ∞ 范数界 Χ的研究而得到解
决. 利用LM I方法, 分别对控制器增益具有加法式

摄动和乘法式摄动两种情形, 设计了满足要求的鲁

棒非脆弱H ∞ 状态反馈控制器. 因采用的是LM I方

法,参数无需预取便可利用LM I工具箱获得解, 故

具有设计简单的优点.
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