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不确定时滞广义系统的鲁棒非脆弱H ∞控制
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摘　要: 研究状态反馈控制器增益具有摄动的一类不确定时滞广义系统的鲁棒非脆弱H ∞控制问题. 分别对控制器

增益具有加法式摄动和乘法式摄动研究了控制器的设计问题, 并通过对系统广义二次能稳定且满足H ∞范数界的研

究得到解决. 控制器的设计可通过求解一组线性矩阵不等式得到. 数值例子说明了所给方法的有效性.
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Abstract: T he design p rob lem of robust and non2fragile H ∞ sta te feedback con tro ller is discussed under con tro ller

gain pertu rbations fo r a class of uncerta in singu lar system s w ith sta te delay. Tw o classes of pertu rbations are

considered, nam ely, addit ive and m ultip licat ive. T h is p rob lem is so lved via the no tion of generalized quadratic

stab ilizat ion w ith H ∞ no rm bound. A nd the con tro llers can be ob tained by so lving a set of linear m atrix inequalit ies

(LM Is). A n illustra t ive examp le show s the effectiveness of the p ropo sed design m ethod.
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1　引　　言
　　为适应现代科学技术的发展以及大型工程技术

的需要,人们提出了非传统数学模型描述的比正常

系统更为广泛的广义系统. 由于时滞是客观世界和

工程技术中普遍存在的问题,近年来对于时滞广义

系统的研究引起了众多学者的广泛关注,并取得了

丰硕的成果[1～ 4 ]. 最近, Keel等[5 ]指出, 现有的鲁棒

控制设计方法考虑的仅是系统参数的不确定性,并

没有考虑控制器增益的不确定性. 而由于硬件和软

件等原因,这种不确定性是经常出现的,进而使得传

统的鲁棒控制方法表现出高度的脆弱性,造成闭环

系统的性能下降或稳定性破坏. 因此,关于正常系统

的非脆弱控制问题也成为人们感兴趣的课题[5～ 8 ].

但对于时滞广义系统的相关研究结果目前还没见

到. 为此,本文研究一类不确定时滞广义系统的鲁棒

非脆弱H ∞控制问题. 该问题通过对系统进行广义

二次能稳定且具有H ∞范数界的研究而得到解决.

利用线性矩阵不等式 (LM I)方法给出了鲁棒非脆弱

H ∞状态反馈控制器的设计.

2　问题描述与预备知识
　　考虑如下不确定时滞广义系统:
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E xα( t) = [A + ∃A ]x ( t) + [A d +

　　　　∃A d ]x ( t - Σ) + B u ( t) + B 1w ( t) ,

z ( t) = [C + ∃C ]x ( t) ,

x ( t) = H ( t) , t∈ [ - Σ, 0 ].

(1)

其中: x ( t) ∈R n是系统的状态, u ( t) ∈Rm 是控制输

入,w ( t) ∈R q 是干扰输入, z ( t) ∈R s 是控制输出; Σ
> 0 是常数, 表示滞后量; H ( t) 是相容的连续初始

函数; E ∈R n×n 是常数矩阵,且 rank E = r≤ n; A ,

A d ,B ,B 1 和C 是具有适当维数的常数矩阵; ∃A , ∃A d

和 ∃C 是系统的不确定性, 且满足如下范数有界条

件:

∃A = D 1F 1G 1, ∃A d = D 2F 2G 2, ∃C = D 3F 3G 3.

(2)

其中: D i和G i ( i = 1, 2, 3) 是具有适当维数的常数矩

阵; F i ( i = 1, 2, 3) 是满足 F T
i F i ≤ I 的未知参数矩

阵,这里的 I 是具有不同维数的单位矩阵.

系统 (1) 的无控制无干扰标称系统为

E xα( t) = A x ( t) + A d x ( t - Σ) ,

x ( t) = H ( t) , t∈ [ - Σ, 0 ].
(3)

系统 (1) 的无控制标称系统为

E xα( t) = A x ( t) + A d x ( t - Σ) + B 1w ( t) ,

z ( t) = Cx ( t) ,

x ( t) = H ( t) , t∈ [ - Σ, 0 ].

(4)

　　 定义 1[9 ]　1) 矩阵对 (E ,A ) 是正则的,如果存

在标量 s,使得det (sE - A ) ≠ 0; 2) 矩阵对 (E ,A ) 是

无脉冲的,如果 det (det (sE - A ) ) = rankE.

　　引理 1[2 ]　如果 (E ,A ) 正则、无脉冲,则时滞广

义系统 (3) 在[ 0, + ∞) 上存在唯一解且无脉冲.

　　定义 2[2 ]　1) 时滞广义系统 (3) 是正则的且无

脉冲, 如果 (E ,A ) 正则且无脉冲; 2) 时滞广义系统

(3) 是稳定的,如果对任意 Ε> 0,存在 ∆(Ε) > 0,使

得对于满足条件 Sup
- Σ≤t≤0
‖H ( t)‖≤ ∆(Ε) 的任意相容

初始条件H ( t) ,系统 (3) 的解 x ( t) 满足‖x ( t)‖≤

Ε且 t≥ 0,进一步 x ( t) → 0 ( t→+ ∞).

　　引理2 [2 ]　时滞广义系统 (3) 是正则的、稳定的

且无脉冲,如果存在矩阵 P 1 和对称正定矩阵Q 1,使

得

EP T
1 = P 1E T ≥ 0, (5)

A P T
1 + P 1A T + A d P T

1Q - 1
1 P 1A T

d + Q 1 < 0. (6)

　　假定系统的状态可测. 对于系统 (1) , 设计如

下形式的状态反馈控制器:

u ( t) = (K + ∃K) x ( t) , (7)

其中: K表示控制器增益, ∃K表示增益的摄动. 本文

将考虑以下两种形式的摄动:

　　1) 加法式摄动

∃K = D 4F 4G 4, F T
4 F 4 ≤ I; (8)

　　2) 乘法式摄动

∃K = D 5F 5G 5K, F T
5 F 5 ≤ I. (9)

其中: D 4,D 5, G 4 和G 5 是具有适当维数的常数矩阵;

F 4 和 F 5 是未知的扰动矩阵.

　　系统 (1) 与形如式 (7) 的控制器,构成如下闭环

系统:

Exα( t) = [A K + ∃A K ]x ( t) +

　　　　[A d + ∃A d ]x ( t - Σ) + B 1w ( t) ,

z ( t) = [C + ∃C ]x ( t) ,

x ( t) = H ( t) , t∈ [ - Σ, 0 ].

(10)

其中

A K = A + B K , ∃A K = D 1F 1G 1 + B (∃K).

　　在描述本文目的时需要以下的定义:

　　定义 3　闭环系统 (10) 是鲁棒稳定的,且具有

H ∞范数界Χ,如果对任意的F i ( i = 1,⋯, 5) ,系统是

正则的、无脉冲且稳定的,同时满足‖Tzw (s)‖∞ ≤

Χ. 其中: Χ> 0 是预先给定的常数, Tzw (s) 是从干扰

输入w ( t) 到控制输出 z ( t) 的传递函数.

　　定义 4　系统 (1) 能由形如式 (7) 的状态反馈

鲁棒能稳定的且具有 H ∞ 范数界 Χ, 如果闭环系统

(10) 是鲁棒稳定的,且具有H ∞范数界 Χ.
　　本文的目的是:设计系统 (1) 的形如式 (7) 的状

态反馈控制器, 使得闭环系统 (10) 是鲁棒稳定的,

且具有H ∞范数界Χ. 其中Χ> 0是预先给定的常数.

3　主要结果
　　首先给出引理 2的等价结果,即:

　　 定理 1　时滞广义系统 (3) 是正则的、无脉冲

且稳定的,如果存在可逆矩阵 P 和对称矩阵Q > 0,

使得以下矩阵不等式同时成立:

E T P = P T E ≥ 0, (11)

A T P + P TA + P TA dQ - 1A T
d P + Q < 0. (12)

　　证明　首先引进记号,设M 是可逆方阵,本文

用M - T 表示 (M - 1) T. 由式 (6) 知, 矩阵 P 1 可逆. 式

(5) 和式 (6) 分别左乘P - 1
1 ,右乘P - T

1 . 令P = P - T
1 ,Q

= P - 1
1 Q 1P - T

1 , 则式 (5) 和式 (6) 分别与式 (11) 和式

(12) 等价. □

　　现在给出系统 (4) 正则、无脉冲且稳定,同时具

有H ∞范数界的结果.

　　定理 2　给定实数Χ> 0. 如果存在可逆矩阵 P

和对称矩阵Q > 0,使得

E T P = P T E ≥ 0, (13)

A T P + P TA + Q + P TA dQ - 1A T
d P +
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　　　CTC +
1
Χ2 P TB 1B T

1 P < 0, (14)

则时滞广义系统 (4) 是正则的、无脉冲且稳定的,同

时满足‖Tzw (s)‖∞≤ Χ.
　　证明　不等式 (14) 蕴含不等式 (12) 成立,由

定理 1知,系统 (4) 是正则的、无脉冲且稳定的. 关于

‖Tzw (s)‖∞的证明与文献[ 4 ]中定理 2证明方法类

似,故省略. □

　　根据定理 2, 给出以下定义:

　　定义 5　闭环系统 (10) 是广义二次稳定的且

具有H ∞范数界Χ(简记为GQ S2H ∞2Χ) ,如果存在可

逆矩阵 P 和对称矩阵Q > 0,使得对所有的 F i ( i =

1,⋯, 5) ,下列矩阵不等式成立:

　E TP = P TE ≥ 0, (15)

　 (A K + ∃A K) T P + P T (A K + ∃A K) + Q +

　P T (A d + ∃A d )Q - 1 (A d + ∃A d ) T P +

　 (C + ∃C) T (C + ∃C) +
1
Χ2 P TB 1B

T
1 P < 0. (16)

这里 Χ> 0是给定的实数.

　　定义 6　系统 (1) 为可由形如式 (7) 的状态反

馈广义二次能稳定的且具有H ∞范数界Χ,如果闭环

系统 (10) 是 GQ S2H ∞2Χ.
　　 容易证明, 如果系统 (1) 是广义二次能稳定的

且具有H ∞范数界Χ,则它一定是鲁棒能稳定的且具

有H ∞范数界 Χ.

　　引理 3[10 ]　设 8 , #和 5 是具有适当维数的矩

阵,且 8 对称,则不等式 8 + #F 5 + (#F 5 ) 3 < 0对

所有满足 F T F ≤ I的 F 成立的充分必要条件是存在

标量 Κ> 0,使得 8 + Κ##T +
1
Κ5 T 5 < 0.

　　现在给出系统 (1) 广义二次能稳定且具有H ∞

范数界 Χ的结果.

　　定理 3　对给定的Χ> 0,当控制器增益的摄动

∃K为式 (8) 时,系统 (1) 可由形如式 (7) 的状态反馈

广义二次能稳定且具有H ∞范数界Χ,当且仅当存在

标量 Κ> 0,可逆矩阵X ,对称矩阵 Y > 0和矩阵 Z,

使得

EX T = X E T ≥ 0, (17)

L A dX T XCT

XA T
d - Y 0

CX T 0 - I 1 + ΚD 3D T
3

G 1X T 0 0

G 4X T 0 0

G 3X T 0 0

0 G 2X T 0

→

←

XGT
1 XGT

4 XGT
3 0

0 0 0 XGT
2

0 0 0 0

- ΚI 1 0 0 0

0 - ΚI 1 0 0

0 0 - ΚI 1 0

0 0 0 - ΚI 1

< 0, (18)

并且,当不等式组有解时,一个所求的状态反馈控制

器为

u ( t) = (K + ∃K) x ( t) , K = ZX - T ,

∃K = D 4F 4G 4, F T
4 F 4 ≤ I. (19)

其中

L = AX T + B Z + (AX T + B Z) T + Y +

1
Χ2B 1B

T
1 + Κ(D 1D

T
1 + D 2D

T
2 + BD 4D

T
4B

T ) ,

I 1 是具有不同维数的单位矩阵.

　　证明　利用 Schu r补,式 (16) 等价于

(A K + ∃A K) T P + P T (A K +

∃A K) + Q +
1
Χ2 P TB 1B

T
1 P

(A d + ∃A d ) T P

C + ∃C

→

←

P T (A d + ∃A d ) (C + ∃C) T

- Q 0

0 - I 1

< 0. (20)

式 (20) 等价于

A T
KP + P TA K + Q +

1
Χ2 P TB 1B

T
1 P P TA d CT

A T
d P - Q 0

C 0 - I 1

+

P TD 1 P TBD 4 0 P TD 2

0 0 0 0

0 0 D 3 0

×

F 1 0 0 0

0 F 4 0 0

0 0 F 3 0

0 0 0 F 2

G 1 0 0

G 4 0 0

G 3 0 0

0 G 2 0

+

G 1 0 0

G 4 0 0

G 3 0 0

0 G 2 0

T F 1 0 0 0

0 F 4 0 0

0 0 F 3 0

0 0 0 F 2

T

×

P TD 1 P TBD 4 0 P TD 2

0 0 0 0

0 0 D 3 0

T

< 0. (21)

由引理 3,式 (21) 成立当且仅当存在标量 Κ> 0,使
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得

A T
KP + P TA K + Q +

1
Χ2 P TB 1B T

1 P P TA d CT

A T
d P - Q 0

C 0 - I 1

+

Κ
P TD 1 P TBD 4 0 P TD 2

0 0 0 0

0 0 D 3 0

×

P TD 1 P TBD 4 0 P TD 2

0 0 0 0

0 0 D 3 0

+

1
Κ

G 1 0 0

G 4 0 0

G 3 0 0

0 G 2 0

T G 1 0 0

G 4 0 0

G 3 0 0

0 G 2 0

< 0. (22)

经简单计算,再次利用 Schu r补,式 (22) 等价于

L 1 P TA d CT

A T
d P - Q 0

C 0 - I 1 + ΚD 3D T
3

G 1 0 0

G 4 0 0

G 3 0 0

0 G 2 0

→

←

GT
1 GT

4 GT
3 0

0 0 0 GT
2

0 0 0 0

- ΚI 1 0 0 0

0 - ΚI 1 0 0

0 0 - ΚI 1 0

0 0 0 - ΚI 1

< 0, (23)

其中

L 1 = A T
KP + P TA K + Q +

1
Χ2 P TB 1B

T
1 P +

ΚP T (D 1D T
1 + D 2D T

2 + BD 4D T
4B T ) P.

　　分别用 P - T 和 P - 1乘以式 (15) 的左端和右端,

用 diag (P - T , P - T , I 1, I 1, I 1, I 1, I 1) 和 diag (P - 1, P - 1,

I 1, I 1, I 1, I 1, I 1) 乘以式 (23) 的左端和右端,并令 P - 1

= X T , P - TQ P - 1 = Y, KP - 1 = Z ,则式 (15) 与式 (17)

等价,式 (23) 与式 (18) 等价. 因为X 可逆,所以K =

ZX - T ,即控制器由式 (19) 给出. □

　　定理 4　对给定的Χ> 0,当控制器增益的摄动

∃K为式 (9) 形式时,系统 (1) 可由形如式 (7) 的状态

反馈广义二次能稳定且具有H ∞范数界Χ,当且仅当

存在标量Κ> 0,可逆矩阵X ,对称矩阵Y> 0和矩阵

Z ,使得式 (17) 和下式成立:

L A dX T XCT

XA T
d - Y 0

CX T 0 - I 1 + ΚD 3D T
3

G 1X T 0 0

G 5Z 0 0

G 3X
T 0 0

0 G 2X
T 0

→

←

XGT
1 ZTGT

5 XGT
3 0

0 0 0 X G T
2

0 0 0 0

- ΚI 1 0 0 0

0 - ΚI 1 0 0

0 0 - ΚI 1 0

0 0 0 - ΚI 1

< 0. (24)

并且,当不等式组有解时,一个所求的状态反馈控制

器为

u ( t) = (K + ∃K) x ( t) , K = ZX - T ,

∃K = D 5F 5G 5K, F T
5 F 5 ≤ I. (25)

其中

L = AX T + B Z + (AX T + B Z) T + Y +

1
Χ2B 1B T

1 + Κ(D 1D T
1 + D 2D T

2 + BD 5D T
5B T ) ,

I 1 是具有不同阶数的单位矩阵.

　　证明过程与定理 3的证明类似,在此不再赘述.

4　算　　例
　　考虑系统 (1) ,其中

E =
1 0

0 0
,A =

1 1

0 0
,A d =

0. 6 0. 6

0. 6 0. 6
,

B =
0. 5

0. 7
,B 1 =

0. 8

0. 8
, C = [ 0. 9　0. 5 ],

D 1 = D 2 = G 1 = G 2 =
0. 2 0. 2

0. 2 0. 2
,

D 3 = [ 0. 1　 0. 1 ], G 3 =
0. 1 0. 1

0. 1 0. 1
.

取 Χ= 0. 7.

　　1) 当控制器增益具有加法式摄动时,其中

D 4 = [ 0. 5　 0. 5 ], G 4 =
0. 5 0. 5

0. 5 0. 5
.

用M atlab 软件的LM I工具箱求得控制器为

u ( t) = [K + ∃K ]x ( t) ,

其中

K = [ - 13. 209 9　 - 7. 791 4 ],

∃K = D 4F 4G 4, F T
4 F 4 ≤ I.

　　2) 当控制器增益具有乘法式摄动时, 其中D 5
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= G 5 = 0. 2. 用M atlab软件的LM I工具箱求得控

制器为

u ( t) = [K + ∃K ]x ( t) ,

其中

K = [ - 18. 836 0　 - 9. 258 4 ],

∃K = D 5F 5G 5K , F T
5 F 5 ≤ I.

5　结　　语
　　本文研究了一类不确定时滞广义系统的鲁棒

非脆弱H ∞ 控制问题. 该问题通过对系统进行广义

二次能稳定且具有 H ∞ 范数界 Χ的研究而得到解
决. 利用LM I方法, 分别对控制器增益具有加法式

摄动和乘法式摄动两种情形, 设计了满足要求的鲁

棒非脆弱H ∞ 状态反馈控制器. 因采用的是LM I方

法,参数无需预取便可利用LM I工具箱获得解, 故

具有设计简单的优点.
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