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满足因果约束的多速率单值广义预测控制

邹媛媛1, 刘晓华1, 李少远2

(1. 烟台师范学院 数学与信息学院, 山东 烟台 264025; 2. 上海交通大学 自动化研究所, 上海 200030)

摘　要: 针对输入更新频率和输出采样频率均不相同的多速率采样系统,提出一种多速率广义预测控制算法. 通过

采用在系统周期内根据不同的采样时刻构造扩展模型序列的方法,有效地解决了由于多速率采样而引起的因果约束

问题. 在此基础上,对算法的闭环稳定性进行了分析,仿真结果证明了算法的有效性.
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Abstract: A generalized p redict ive con tro l a lgo rithm is p ropo sed fo r m ult ira te samp le system s w ith differen t con tro l

updating rate and ou tpu t samp ling rate. By constructing a chain of new lifted models based on differen t instan t

during every fram e period, causality constra in t p rob lem caused by m ultira te samp le is so lved effectively. T he

stab ility of the clo sed2loop system is analyzed further, and sim ulation resu lts show the effectiveness of the

algo rithm.
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1　引　　言
　　近年来,广义预测控制 (GPC)在工业界得到了

广泛的应用,但大多数 GPC 算法是针对单速率采样

控制系统,即输入更新和输出采样周期相同的情况

建立的. 随着工业过程的日趋复杂,单速率采样的情

况已不能满足实际需要,经常要求系统的输出采样

和输入更新分别采用不同的速率. 因此,多速率广义

预测控制的研究具有重要意义,且已引起了学术界

的广泛关注[1～ 4 ].

文献[ 1 ]针对输出采样频率比输入更新频率快

的多速率采样系统,给出了一种广义预测控制算法.

然而,在实际生产过程中,由于可以在两次输出采样

间隔期内及时修正输入控制,输出采样频率比输入

更新频率慢的多速率采样系统应用更为广泛. 本文

针对这类多速率采样系统,提出了一种基于单值预

报的 GPC 新算法,解决了目前多速率采样控制中难

以处理的因果约束问题,并在此基础上,基于线性矩

阵不等式对闭环系统的稳定性进行了分析. 仿真结

果验证了算法的有效性.

2　多速率采样系统的描述
　　考虑输出采样周期比输入更新周期慢,且对同

一个输入或输出来说采样频率的间隔周期不相同的

多速率采样系统,并作如下假设:

1) 在第 k 个周期[kT , (k + 1) T ] 内,输出信号



y 采样m 次,分别为 kT + ti, i = 1, 2,⋯,m .

2) 在周期[kT , (k + 1) T ) 的每一个小间隔[kT

+ ti, kT + ti+ 1) , i = 1, 2,⋯,m , tm + 1 = T ,有 n i个输

入信号得到更新,它们分别是在时刻 kT + t j
i , j = 1,

2, ⋯, n i. 即在每个系统周期 T 内, 控制信号更新 p

= n1 + n2 + ⋯ + nm 次,而输出信号采样m 次.

处理多速率采样系统的一个标准方法是采用扩

展技术[5 ] , 将时变的多速率系统转化为在一个系统

周期T 内时不变的单速率系统. 这样,所有的多速率

输入输出信号就可转化为以T 为周期的单速率扩展

信号. 本文把输入输出采用扩展信号描述的模型称

为扩展模型.

3　满足因果约束的多速率单值广义预测

控制
　　考虑输入输出系统[1 ]

y k =
B (q- 1)
A (q- 1) ∃u k. (1)

其中: A (q- 1) 为 l阶多项式,B (q- 1) 是一个m ×p 维

矩阵多项式, y k = (y (kT + t1) , y (kT + t2) ,⋯,

y (kT + tm ) ) T是扩展输出, ∃u k = (∃u (kT + t1
1) ,⋯,

∃u (kT + tn11 ) ,⋯, ∃u (kT + t1
m ) ,⋯, ∃u (kT + tnmm ) ) T

是扩展输入. 引入丢番图方程

I = E p 1
(q- 1)A (q- 1) + q- p 1F p 1 (q- 1) ,

E p 1
(q- 1)B (q- 1) = G p 1

(q- 1) + q- p 1H p 1
(q- 1) ,

可得到基于k时刻系统在未来第p 1步输出预报值为

　　　　y k+ p 1 = T 1Y p + T 2∃U + T 3∃U p. (2)

其中

T 1 = (F p 10 F p 11 ⋯ F p 1l ) ,

T 2 = (G p 1 G p 1- 1 ⋯ G 0) ,

T 2 = (H p 10 H p 11 ⋯ H
p 1
l- 1) ,

Y p = (y k y k- 1 ⋯ y k- l) T ,

∃U = (∃u k ∃u k+ 1 ⋯ ∃u k+ p 1
) T ,

∃U p = (∃u k- 1 ∃u k- 2 ⋯ ∃u k- l) T.

极小化单值预报性能指标

J = [y k+ p 1　 - w ]TQ [y k+ p 1　 - w ] + ∃U TR ∃U ,

可得控制律

∃U = (T T
2Q T 2 + R ) - 1T T

2Q (w - T 3∃U p - T 1Y p ) ,

(3)

∃u k = ( I p×p 0 ⋯ 0) ∃U. (4)

　　为得到满足因果关系的多速率单值广义预测

控制律,可在每个系统周期T 内,针对不同的采样时

间, 构造与之相对应的扩展模型序列. 例如, 为求 t

= kT + t1
1时刻的控制,将离 t时刻最近的m 个输出

y 1
k作为该时刻对应的扩展输出. 根据 t1

1的取值不同,

分为如下两种情形:

1) 当 t1
1 > 0时,对应的扩展输出 y 1

k 为

(y [ (k - 1) T + t1 ] ⋯ y (k - 1) ) T;

　　2) 当 t1
1 = 0时,对应的扩展输出 y 1

k 为

(y [ (k - 1) T + t2 ] ⋯ y [ (k - 1) T + tm ] y (kT ) ) T.

　　以下以 y 1
k → ∃u k 为例,给出满足因果约束条件

的多速率单值预测控制律.

将式 (1) 改写为

y k- 1 =
1

A
B ∃u k- 1 =

1
A

(q- 1B ) ∃u k.

以 t1
1 > 0的情形为例,有

y 1
k =

1
A

B 1∃u k.

在系统周期 T 内, 可获得m 个扩展模型. 对每一个

模型,根据式 (3) 可求得

∃u i
k = (∃u i (kT ) ∃u i (kT + t1

1) ⋯

∃u i (kT + tn11 ) ⋯ ∃u i (kT + t1
m ) ⋯

∃u i (kT + tnmm ) ) T.

不妨设

t1
1 = t′1, t2

1 = t′2,⋯, tn11 , t1
2 = t′n1+ 1,⋯,

t1
m = t′n1+ ⋯+ n (m - 1) + 1,⋯, tnmm = t′n1+ n2+ nm

,

但 ∃u i
k 中只执行前 n i 个元素 ∃u i (kT + t′j i) , j = 1,

⋯, n i. 随着采样时间推移, i = 1,⋯,m ,可得满足因

果约束条件的控制律

∃u3
k = (∃u 1 (kT + t1

1) ⋯ ∃u 1 (kT +

tn11 ) ∃un2 (kT + t211 ) ⋯ ∃u nm (kT + tnmm ) ) T.

(5)

如果 kT + tn11 ≠ kT + t2,即 tn11 ≠ t2,则∃u 2 (kT + t2
1)

= ⋯ = ∃u n1 (kT + tn11 ) = 0. 如果 kT + tn11 = kT +

t2,即 tn11 = t2,则∃un1 (kT + tn11 ) 又随着 y 2
k而变化. 由

此,可得到满足因果约束条件的多速率单值广义预

测控制 (M SGPC).

4　闭环控制系统的稳定性分析
　　 在系统周期[kT , (k + 1) T ) 内,由式 (3) 和式

(4) 可得

∃u i (k t + t′i) = D i
1w + D i

2∃U p + D i
3Y i

p. (6)

其中: Y i
p = (y i

k ⋯ y i
k- l) T; D i

1,D i
2,D i

3 分别是 1 ×

m p , 1 × p ( l - 1) , 1 × m 维矩阵. 定义 D i
i1 =

(D i
i1 ⋯ D i

ip 1
) , i = 1, 2, 3, H i = ∑

p 1

j = 1
∑

m

k= 1
D i

1j (1, k ) ,

K i = ∑
l- 1

j = 1
q- jD i

2j ,L i = ∑
l

j= 1
q- j + 1D i

3j ,则式 (5) 可写成

∃u i (kT + t′i) = H iw + K i∃u3
k + L iy i

k ,

i = 1, 2,⋯, p , tn
1 i≠ ti+ 1,
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y i
k = O iy k =

q- 1

0 ω
q- 1

1 0

y k.

　　tn ii = ti+ 1 对应的情况可以用同样方法得到. 不

妨设 t1
i = 0,即输出信号在 kT + t i处可得,输入信号

在 kT + ti 处更新. 于是,可求得式 (5) 的闭环形式

∃u 3
k = 5 - 1 (M w + Gy k ). (7)

其中　　5 - 1 = I p - (K 1 ⋯ K p ) T ,

　　　　M = (H 1 ⋯ H p ) T ,

　　　　G = (L 1O 1 ⋯ L pO p ) T.

　　将式 (7) 代入式 (1) ,有

y k = [A (q- 1) - B (q- 1) 5 - 1G ]- 1B 5 - 1M w . (8)

闭环特征矩阵多项式为

7 = A (q- 1) - B (q- 1) 5 - 1G. (9)

由此可得如下M SGPC 的稳定性定理.

定理 1　假设系统的跟踪设定值w 是常数,满

足因果约束条件的闭环最优控制律可由式 (7) 求

得, 则系统稳定的充要条件是通过适当选取参数

p 1,使得特征多项式 (9) 为H u rw itz多项式.

在实际控制器的设计中, 首先根据定理 1选择

预测长度 p 1 以保证闭环系统稳定.

定理 2　闭环系统 (8) 稳定的充分条件是存在

正定对称矩阵 P ,使得

- P - 1 7 T

7 - r2P
< 0, 0 < r < 1. (10)

　　根据矩阵的Schu r补性质,容易证明定理成立.

5　仿真结果
　　考虑单输入单输出连续系统

G (s) =
0. 003 9s + 0. 002 8

(s + 0. 070 8) (s + 0. 004 2) ,

系统采样周期为 24 s, 假设输入和输出是周期性变

化的,输出信号每隔 12 s采样一次,输入每隔 8 s更

新一次. 将连续的多速率采样系统通过扩展技术转

化为离散的单速率采样系统

A =
0. 137 1 - 0. 003 248

10. 83 0. 949 2
,

B =
1. 626 3. 205 5. 997

8 089 6 217 2 641
,

C =
0. 003 9 0. 002 8

0. 235 4 0. 002 745
,

D =
0 0 0

0. 149 0. 033 78 0
.

　　系统输出采样时刻为kT , kT + 12. 在每个系统

周期的前 12 s,可得到与输出采样 kT 时刻对应的输

入输出系统模型

y (kT - 12)

y (kT )
=

0. 232 8q- 1 + 0. 011 2q- 2 0. 186 6q- 1 + 0. 060 7q- 2 0. 097 3q- 1 + 0. 149 2q- 2

0. 149 0 + 0. 102 9q- 1 + 0. 000 4q- 2 0. 033 8 + 0. 212 8q- 1 + 0. 002 6q- 2 0. 215 1q- 1 + 0. 035 7q- 2

1 - 1. 086 3q- 1 + 0. 164 8q- 2

∃u (kT )

∃u (kT + 8)

∃u (kT + 16)

,

从而求得 kT + 8时刻的控制输入;在后12 s,通过 kT + 12时刻的输出采样值得到与之对应的新的输入输出

系统模型
y (kT )

y (kT + 12)
=

0. 149 0 + 0. 102 9q- 1 + 0. 000 4q- 2 0. 033 8 + 0. 212 8q- 1 + 0. 002 6q- 2 0. 215 1q- 1 + 0. 035 7q- 2

0. 232 8 + 0. 011 2q- 1 0. 186 6 + 0. 060 7q- 1 0. 097 3 + 0. 149 2q- 1

1 - 1. 086 3q- 1 + 0. 164 8q- 2

∃u (kT )

∃u (kT + 8)

∃u (kT + 16)

,

(a)　p 1 = 6　　　　　　　　　　　　　　 (b)　p 1 = 10

图 1　多速率广义预测控制仿真结果 (下转第 833页)
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的升级来实现,有较好的可行性.
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　　进而求得kT + 16时刻的控制输入. 取设定值 r

= 1,当控制器参数p 1分别取为6和10时,系统的输

出和输入如图 1所示. 当 p 1 取 6和 10时,经计算 7
的特征值均在单位圆内, 其中特征值最大幅值分别

为 0. 985 3和 0. 933 2,由定理 1知闭环系统稳定. 可

以看出,控制器参数 p 1 的大小会影响控制的稳定性

和快速性.

6　结　　语
　　本文针对一类在实际生产过程中有着广泛应用

的多速率采样系统,提出了一种基于单值预报的多

速率广义预测控制算法. 通过在系统周期 T 内根据

不同的采样时刻构造扩展模型序列的方法,解决了

多速率采样预测控制系统中的因果约束问题. 在此

基础上,应用线性矩阵不等式的方法得到了有关多

速率闭环系统稳定性的新结论. 本文的结果为多速

率采样预测控制系统的设计提供了一个新的思路.
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