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非完整移动机器人的有限时间跟踪控制算法研究

李世华, 田玉平
(东南大学 自动控制系, 南京 210096)

摘　要: 对非完整移动机器人的有限时间轨迹跟踪控制问题进行讨论. 与基于非连续状态反馈的传统有限时间控制

算法相比,基于连续状态反馈的有限时间控制算法更适合于控制工程应用. 利用该连续系统有限时间控制技术,设计

一种连续的状态反馈跟踪控制算法. 使得对角速度为非零常数的期望轨迹,非完整移动机器人能够实现全局跟踪,并

能在有限时间内完全跟踪上期望轨迹. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: T he fin ite2t im e tra jecto ry track ing con tro l p rob lem of a nonho lonom ic mobile robo t is discussed. In

con tract to tradit ional fin ite t im e con tro l a lgo rithm s based on non2con tinuous feedback s, the fin ite t im e con tro l

a lgo rithm s based on con tinuous feedback s are mo re su itab le fo r app licat ion to con tro l engineering. U sing fin ite t im e

con tro l techn iques fo r con tinuous system s, a con tinuous sta te feedback con tro l law fo r tra jecto ry track ing is

developed. T he p ropo sed con tro l law can guaran tee that the mobile robo t w ill track the desired tra jecto ry in the

global sense as w ell as in fin ite t im e w hen the desired ro ta te velocity is a nonzero constan t. Sim ulation resu lts show

the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　近年来,非完整系统的控制问题一直受到广泛

的关注[1 ] ,由于机器人技术的广泛应用,研究非完整

移动机器人的跟踪问题具有重要的工程意义. 关于

跟踪问题,根据期望点是否为时间的函数可分为轨

迹跟踪和路径跟踪. 本文以非完整移动机器人为主

要研究对象,讨论其轨迹跟踪控制问题.

　　早期的非完整移动机器人轨迹跟踪控制方法主

要包括在跟踪误差模型基础上的泰勒线性化或动态

反馈线性化等方法[2, 3 ] ,得到的是局部跟踪结果. 在

此基础上一些研究者提出了全局的跟踪控制算法.

其中一种是采用一维动态跟踪控制器的方法[4 ] ,由

此得到的闭环系统无奇异点且为全局跟踪,该方法

要求参考模型角速度不趋于零;还有利用L yapunov

直接方法和积分 back stepp ing 的方法[5 ] ,该方法对

非完整移动机器人的局部及全局跟踪问题分别进行

了研究,全局跟踪的前提是参考模型平移速度不趋

于零或参考模型平移速度趋于零时,参考模型角速

度不趋于零;文献[ 6 ]对非完整移动机器人的全局跟

踪问题进行了研究,对满足一定条件的参考模型可
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以实现全局指数跟踪.

　　在上述的轨迹跟踪控制系统研究结果中,最好

的收敛性能是跟踪误差指数收敛于零,因此这些控

制方法均属于无限时间控制问题,即系统在无穷大

时间才能真正跟踪上参考轨迹. 从控制系统时间优

化的角度来看,有限时间收敛的控制方法才是时间

最优的控制方法. 所谓有限时间控制问题是指能否

在有限时间内将系统控制到平衡点. 研究表明,在系

统具有干扰和不确定情况下,有限时间收敛的系统

往往具有更好的性能[7 ]. 但由此带来的一个问题是

有限时间控制器的设计和稳定性分析更为复杂.

　　关于有限时间控制器设计的方法有开环控制、

非连续反馈和连续反馈控制方法. 开环控制在实际

应用中局限很大; 以 bang2bang 控制为代表的非连

续反馈方法可以实现有限时间收敛,但控制器不易

实现,系统易产生抖动. 因此,采用连续状态反馈是

值得关注和研究的一类方法. 但此时有限时间系统

对应的是分数幂的微分方程,而目前关于分数幂非

线性微分方程的理论结果和分析工具很少,因此进

行这方面的研究难度很大.

　　目前有限时间控制方法研究的对象主要局限在

低阶线性系统和特殊结构的非线性系统等. 文献[ 8 ]

提出一种终端滑动模态的有限时间控制设计方法,

缺点是二阶系统的终端滑动模态设计存在奇异情

况. [ 7 ]采用齐次系统的分析方法,解决了二阶线性

系统的全局有限时间控制问题,并给出了非线性自

治系统的有限时间稳定性定理. [ 9 ]针对 n 阶线性系

统和特殊形式的非线性系统,提出一种有限时间控

制器设计方法,遗憾的是为了实现有限时间控制,必

须估计出控制器增益的取值范围.

　　近期,作者提出了一些有限时间跟踪控制方法.

对参考模型角速度不为零的情况,文献[ 10 ]利用[ 8 ]

的终端滑动模态方法设计一种有限时间控制律,缺

点是控制律存在奇异,必须采取附加的控制绕开奇

异点; 对同样的问题,文献[ 11 ]利用 [ 7 ]中二阶系统

有限时间技术,结合反馈线性化技术,实现了非完整

移动机器人在有限时间内对参考轨迹的完全跟踪,

且控制器没有奇异. 但文[ 10, 11 ]中的方法只是得到

了误差模型有限时间收敛结果,没有给出全局有限

时间稳定性的分析和证明. 本文则针对非完整移动

机器人特点,考虑参考模型角速度为非零常数情况,

提出了连续有限时间跟踪控制律,并利用文献[ 7 ]的

齐次系统有限时间稳定定理证明了闭环系统的全局

有限时间稳定性. 对满足一定假设条件的角速度不

趋于零的期望轨迹,非完整移动机器人能够实现全

局跟踪,并在有限时间内完全跟踪上期望轨迹.

2　移动机器人问题及模型描述
　　本文研究对象为轮式移动机器人. 其动力学特

性由下列微分方程描述:

xα= v co s Η, yα= v sin Η, Η
õ

= Ξ, (1)

其中: v 和 Ξ分别为移动机器人的平移速度和角速
度; (x , y ) 为机器人两轮轴线中心的笛卡儿坐标描

述; Η为其前进方向与 x 轴的夹角. 本文研究机器人

的轨迹跟踪问题,即寻找 v , Ξ的控制律使得机器人
能在有限时间内跟踪由位姿矢量 p r = (x r, y r, Ηr) T

和输入信号 v r, Ξr 描述的参考模型.

　　定义坐标误差为[3 ]

x e

y e

Ηe

=

co s Η sin Η 0

- sin Η co s Η 0

0 0 1

x r - x

y r - y

Ηr - Η
, (2)

由此导出的位姿坐标误差模型为

xαe = Ξy e - v + v rco s Ηe,

yαe = - Ξx e + v r sin Ηe,

Η
õ

e = Ξr - Ξ. (3)

3　有限时间跟踪控制器的分步设计
　　为方便描述,令函数 sigΑx = ûx û Αsign (x ) ,其中

Α> 0, sign (x ) 为符号函数. 注意到该函数满足下列

性质:

sig1x = x ,
d

dx
ûx û Α+ 1 = (Α+ 1) sigΑx.

　　在设计有限时间跟踪控制器之前,首先给出一

些相关的定义和引理.

　　引理 1[7 ]　一阶线性系统

xα= u (4)

可被下列控制器在有限时间内镇定:

u = - k sigΑx , (5)

其中: k > 0, 0 < Α< 1.

　　实际上该系统有这样的特性:对初态为x (0) ≠

0的状态 x ( t) ,系统 (4) 将在有限时间 ts内到达 x =

0,其中 ts = ûx (0) û (1- Α) ök (1 - Α). 值得注意的是系

统 (4) 到达原点 (平衡点) 后停留, 即有限时间收敛

到原点.

　　定义 1[7 ]　考虑如下非线性系统:

xα= f (x ) , x ∈R n , (6)

其中 f (x ) = (f 1 (x ) ,⋯, f n (x ) ) T. 称系统齐次度为

k , 若存在 (r1,⋯, rn) , r i > 0, i = 1,⋯, n ,对任意Ε>

0, x ∈R n 满足

f i (Εr1x 1,⋯, Εrnx n) = Εk+ rif i (x ). (7)

　　引理 2[7 ]　若系统 (6) 是渐近稳定且系统齐次

度小于零,则该系统为有限时间渐近稳定的.

　　引理 3[12 ]　假设 f ( t) : R + →R 为可导函数,且
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当 t→∞时存在有界极限. 若其导数函数可表示成

如下两个函数之和:

f
õ

( t) = g 1 ( t) + g 2 ( t) ,

其中 g 1 ( t) 为一致连续函数,并且lim
t→∞

g 2 ( t) = 0,则有

lim
t→∞

g 1 ( t) = 0.

　　考虑到移动机器人的运动学模型特性,将有限

时间控制技术应用于移动机器人的跟踪控制, 可按

如下步骤进行:

　　Step 1: 对系统 (3) 的状态 Ηe 按式 (5) 进行一阶

系统有限时间控制设计,选择 Ξ的控制律为
Ξ = Ξr + k 3 sigΑ3Ηe, (8)

其中: k 3 > 0, 0 < Α3 < 1,则有

Η
õ

e = - k 3 sigΑ3Ηe.

因此,系统 (3) 在有限时间 tΗ内到达 Ηe = 0,其中

tΗ =
ûΗe (0) û (1- Α3)

k 3 (1 - Α3)
, (9)

并且系统 (3) 在有限时间 tΗ内到达 Ξ - Ξr = 0,即 Ξ
= Ξr.

　　Step 2: 对系统 (3) 而言,在 t > tΗ时只需考虑另

外两个状态的控制设计. 注意到此时原系统退化为

xαe = Ξry e - v + v r, (10)

yαe = - Ξrx e. (11)

显然,将状态 Ηe 首先调整为 0的设计使得状态 y e 的

变化完全由 v 来控制. 下面对状态 (x e, y e) 组成的线

性系统进行设计.

　　对子系统 (10) 和 (11) ,取 v 的控制律为

　v = v r + Ξry e - k 1Ξr sigΑ1y e + k 2 sigΑ2x e, (12)

其中: k 1, k 2 > 0; 0 < Α1, Α2 < 1; Α2 = 2Α1ö(1 + Α1).

于是得到子系统闭环形式为

xαe = k 1Ξr sigΑ1y e - k 2 sigΑ2x e, (13)

yαe = - Ξrx e. (14)

由此,得到如下定理:

　　定理 1　若 v r ( t) 在[ 0,∞) 连续有界,且 Ξr ( t)

= c≠ 0,则控制律 (8) 和 (12) 使得系统 (3) 状态在

有限时间到达零, 且满足闭环系统是有限时间稳定

的,系统 (1) 在有限时间内跟踪上参考轨迹.

　　证明　由上述控制律设计过程可知系统 (3)

在有限时间 tΗ内到达Ηe = 0,下面首先证明系统状态

x e和 y e在状态Ηe有限时间 tΗ到达Ηe = 0这段时间内

不会发散,即不会出现有限时间逃离现象;然后证明

状态 x e和 y e在 t > tΗ时间段有限时间到达零.

　　1) 状态 x e, y e在 t≤ tΗ内的有界性

　　将控制律 (8) 和 (12) 代入系统 (3) ,得到如下闭

环系统:

xαe = - k 3 sigΑ3Ηey e + v r (co sΗe - 1) -

k 2 sigΑ2x e + k 1Ξr sigΑ1y e,

yαe = - (k 3 sigΑ3Ηe + Ξr) x e + v r sin Ηe,

Η
õ

e = - k 3 sigΑ3Ηe.

取关于状态 x e, y e 的L yapunov函数为

V 1 (x e, y e) =
1
2

x 2
e +

1
2

y 2
e ,

求导数得

Vα
1 (x e, y e) = - k 2ûx eû Α2+ 1 - Ξrx ey e +

v rx e (co s Ηe - 1) + v ry e sin Ηe +

k 1Ξr sigΑ1y ex e. (15)

由于状态 Ηe有限时间 tΗ到达Ηe = 0,状态Ηe ( t) 在任

意时间均为有界 (实际上 ûΗe ( t) û ≤ ûΗe (0) û ). 并且

由定理 1假设知 v r ( t) 和 Ξr ( t) 有界,则可验证对于

式 (15) ,一定存在合适的Γ> 0和K > 0使得对任意

‖ (x e, y e)‖≥ Γ有
Vα

1 (x e, y e) ≤ KV 1 (x e, y e).

例如,设 ûv r ( t) û 的界为 vm ax
r ,不妨取‖ (x e, y e)‖ =

Γ2 ≥ Γ= 1,则式 (15) 满足

Vα
1 (x e, y e) ≤

c
2

Γ2
2 + 3vm ax

r Γ2 + k 1cΓΑ1+ 1
2 ≤ KV 1,

K = c + 6vm ax
r + 2k 1c,

并且当‖ (x e, y e)‖≤ Γ时,存在常数使得

Vα
1 (x e, y e) ≤L .

因此,对任意 x e ( t) 和 y e ( t) ,有

Vα
1 (x e, y e) ≤ KV 1 (x e, y e) + L .

求解上述不等式得

V 1 (x e ( t) , y e ( t) ) ≤

(V 1 (x e (0) , y e (0) ) +
L
K ) eK t -

L
K

,

因此,在 t≤ tΗ有限时间区间内状态 x e和 y e是有界

的.

　　2) 状态 x e, y e 在 t > tΗ段的有限时间收敛性

　　由引理 2和前述控制律设计过程,只需证明在 t

> tΗ时子系统 (13) 和 (14) 渐近稳定且满足齐次系

统性质. 取L yapunov函数为

V =
1
2

x 2
e +

k 1

Α1 + 1
ûy eû Α1+ 1,

求导数得

Vα= - k 2ûx eû Α2+ 1 + x ek 1Ξr sigΑ1y e +

k 1 sigΑ1y e (- x eΞr) =

- k 2ûx eû Α2+ 1 ≤ 0.

显然V 函数非增,且存在有限极限,则状态 x e 和 y e

有界,由假设知 v r ( t) 和 Ξr ( t) 有界,可验证Vβ有界,

所以Vα一致连续,由Barbala t引理[12 ] 知Vα趋于零,

则有 x e趋于零. 并且由Ξr ( t) 有界和式 (13) , (14) 可
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知 xαe和 yαe有界,因此 x e, y e一致连续. 观察 x ey e运动

方程为

d
d t

(x ey e) = k 1Ξrûy eû Α1+ 1 - k 2 sigΑ2x ey e - Ξ2
rx e,

令 g 1 ( t) = k 1Ξrûy eû Α1+ 1,由假设知 Ξr ( t) 有界, gα1 ( t)

= k 1 [Ξr (Α1 + 1) sigΑ1y e ] 有界, g 1 ( t) = k 1Ξrûy eû Α1+ 1

一致连续. 由 x e 趋于零知 g 2 ( t) = - k 2 sigΑ2x ey e -

Ξ2
rx e趋于零. 由引理 3,有 g 1 ( t) 趋于零,则必有 y e趋

于零, 所以闭环系统 (13) , (14) 渐近稳定. 可验证,

当取 r1 = 1, r2 = 2ö(Α1 + 1) 以及 0 < Α1, Α2 < 1, Α2

= 2Α1ö(1 + Α1) 时,二阶系统(13) , (14) 向量场满足

f (Εr1x e, Εr2y e) =

k 1ΞrΕr2Α1 sigΑ1y e - k 2Εr1Α2 sigΑ2x e

- ΞrΕr1x e

=

　　　　　
Εr1+ k 0

0 Εr2+ k
f (x e, y e).

其中系统齐次度为 k = (Α1 - 1) ö(Α1 + 1) < 0. 由引

理 2, 子系统 (13) , (14) 为有限时间渐近稳定的. 所

以,全局跟踪控制律 (8) 和 (12) 使得系统 (3) 状态在

有限时间到达零, 实现了系统 (1) 对参考轨迹的有

限时间内全局跟踪. □

4　仿真例子
　　为验证本文提出的跟踪控制器的有效性, 在

M atlab 环境下给出 2个仿真例子.

　　例 1　选取期望轨迹 v r ( t) = 1 + tö( t + 10)

m ös, Ξr ( t) = 1 radös,即初始时为平移变速运动,随

t→∞时平移趋于匀速的运动. 选取参数 Α1 = 0. 6,

Α2 = 2Α1ö(1 + Α1) = 0. 75, Α3 = 0. 6, k 1 = 5, k 2 = k 3

= 2, 当初始值为 x r (0) = y r (0) = 0 m , Ηr (0) =

0 rad, x (0) = - 1. 5 m , y (0) = - 2. 5 m , Η(0) =

1 rad 时, 即 x e (0) = 2. 914 m , y e (0) = 0. 089 m ,

Ηe (0) = - 1 rad 时,仿真结果如图 1～ 图 3所示.

　　例 2　选取期望轨迹 v r ( t) = 1 + sin ( t) m ös,

Ξr = 1 radös, 即参考轨迹作匀速旋转螺旋运动. 选

图 1　跟踪误差曲线 (例 1)　　　　　　　　　　　　图 2　控制变量输出 (例 1)

图 3　小车在平面上运动轨迹 (例 1)　　　　　　　　　　　　图 4　跟踪误差曲线 (例 2)

图 5　控制变量输出 (例 2)　　　　　　　　　　　　图 6　小车在平面上运动轨迹 (例 2)
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取参数 Α1 = 0. 6, Α2 = 2Α1ö(1 + Α1) = 0. 75, Α3 =

0. 6, k 1 = 5, k 2 = k 3 = 2. 当初始值为 x r (0) = y r (0)

= 0 m , Ηr (0) = 0 rad, x (0) = 2. 5 m , y (0) =

- 2 m , Η(0) = 1 rad时, 即 x e (0) = 0. 332 m , y e (0)

= 3. 184 m , Ηe (0) = - 1 rad 时,仿真结果如图 4～

图 6所示.

5　结　　语
　　与基于非连续状态反馈的有限时间控制技术相

比,基于连续状态反馈的有限时间控制技术更适合

于控制工程应用. 本文将基于连续状态反馈的有限

时间控制技术应用于基于运动学模型的非完整移动

机器人的跟踪控制问题,设计出有限时间收敛的跟

踪控制算法. 通过对不同状态分别采用有限时间控

制技术进行分步设计,使得对角速度为非零常数的

期望轨迹,跟踪误差模型在有限时间内收敛,同时使

得非完整移动机器人在有限时间内跟踪上需要的期

望轨迹. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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