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磁悬浮系统的基于 RBF网络的自适应反推控制
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摘　要: 针对一类磁悬浮系统,研究了基于 RBF 网络的自适应反推控制器的设计和分析问题. 首先在较弱的条件

下,通过引入一监督控制,保证了闭环系统的状态落入一紧集中; 然后通过 RBF 网络的逼近性质和反推设计技术,

给出了一种鲁棒自适应控制器的设计; 最后利用L yapunov稳定性理论, 严格地分析了这种自适应控制系统的稳定

性和跟踪性能.
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Abstract: Fo r a class of m agnetic levita t ion system s, the p rob lem of the design and analysis fo r adap tive

back stepp ing con tro ller based on RBF netw o rk s is studied. F irst ly, under the w eaker assump tions, the sta tes of

clo sed2loop system lying in a compact set is guaran teed by in troducing a superviso ry con tro l. T hen by the

app rox im ation p roperty of RBF netw o rk s and back stepp ing design techn ique, the design of robust adap tive con tro ller

is given. By L yapunov stab ility theo ry, the stab ility and track ing perfo rm ance of the adap tive con tro l system are

analyzed rigo rously.
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1　引　　言
　　磁悬浮系统广泛应用于不同的领域,如磁浮列

车,金属板悬浮等[1 ]. 由于磁悬浮系统具有高度的非

线性及开环不稳定性,所以设计一高性能的反馈控

制器来控制悬浮目标的位置是一件很有意义的工

作.

当系统出现不确定参数时,吸引类型磁悬浮系

统的高性能引起了人们的极大关注. 为了得到控制

系统的鲁棒性,多数设计方法是使用滑模控制,但该

方法要求控制量较大,易引起抖动等现象. 关于磁悬

浮系统自适应控制方面的工作,常规的自适应控制

器的瞬时性能较差,因此只有少量试验结果. 另外,

因存在各种缺陷,其他的办法也不能取得令人满意

的效果.

对于磁悬浮系统,文献[ 1 ]提出了一种基于神经

网络和反推设计技术的鲁棒自适应控制器的设计方

法. 这种控制方案结合了鲁棒控制和自适应控制设

计方法的优点,克服了单独使用任一方法所引起的

问题. 但在文献[ 1 ]中存在以下错误: 1) [ 1 ]的设计

要先假设系统的状态落入一紧集,然后再通过神经
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网络能够逼近非线性系统这一性质去证明自适应系

统的状态有界. 由于自适应控制系统是闭环系统,系

统的有界需要证明而不是事先假设,从严格的数学

角度来讲该假设是错误的; 2) [ 1 ]中 x 2∈L ∞的证明

是错误的,详细解释见注 4; 3) [ 1 ]中式 (12)～ (15)

的推导没有考虑初值问题.

针对文献[ 1 ]的磁悬浮系统,在很弱的条件下,

本文通过引入一监督控制,首先保证了闭环系统的

状态落入一紧集中;然后通过RBF 网络的逼近性质

和反推设计技术给出了一种鲁棒自适应控制器的设

计,严格地分析了这种自适应控制系统的稳定性和

跟踪性能.

2　问题的提出
　　考虑文献[ 1 ]给出的磁悬浮系统

xα1 = x 2,

xα2 = g + Υ(x 1) u 2,

y = x 1.

(2. 1)

其中: Υ(x 1) =
- Q

2M (X ∞ + x 1) 2 , u 为环流, x 1 是钢球

垂直方向的距离, x 2 为钢球的速率, g 为未知的重力

加速度,Q > 0 及 X ∞ > 0 是由系统特性决定的常

值,M 为钢球的质量.

在实际应用中, 很难确定出非线性函数 Υ(x 1) ,

因此利用下面的RBF 网络:

Υ(x 1, Ξ3 ) = ∑
N

n= 1
Ξ3

n r (x 1 - p n) (2. 2)

来逼近非线性函数. 其中: Ξ3 = [Ξ3
1 , Ξ3

2 ,⋯, Ξ3
N ]T

为RBF网络的权值, r (x 1 - p n) = e - 1
2

x 1- p n
Ρ

2

为

高斯基函数, p n 为第 n 个基函数的中心, Ρ决定基函
数的宽度.

本文的控制目标是:首先给出基于RBF 网络的

自适应反推控制器的设计, 证明闭环系统的状态落

入一紧集中; 然后给出闭环系统的稳定性分析和跟

踪性能 z 1 = y - y r分析,其中 y r为参考信号,要求

其二阶导数存在,且 y
( i)
r 有界, i = 0, 1, 2.

下面给出本文用到的引理及所需的假设条件.

引理 1[3 ]　设 r (õ) 是一有界的、非常量的、单调

增加的连续函数,U 是R n的一紧集, Υ(x 1) 是U 上的

一实值连续函数. 对于任意的 ∆> 0,总存在正整数

N , p n 和 Ξ3
n (n = 1,⋯,N ) ,使得

sup x 1∈U ûΥ(x 1, Ξ3 ) - Υ(x 1) û ≤ ∆. (2. 3)

　　注1　引理1给出了RBF网络能以任意精度逼

近非线性函数的理论基础. 值得注意的是这个结论

的前提要求是状态 x 1必须落入一紧集中. 当 x 1 | U

时,不能保证建模误差Ε(x 1) = Υ(x 1) - Υ(x 1, Ξ3 ) 有

界. 大量基于神经网络控制的文献事先要求 x 1 ∈

U , 并利用性质 (2. 3) 去设计控制器, 再证明 x 1 有

界. 事实上,由于控制系统是闭环的, x 1 ∈U 需要证

明,而不是事先假设,从严格的数学角度来说这些文

献的假设是错误的. 这正是本文研究的主要原因之

一.

本文需用到以下假设条件:

假设 1　存在常数 Ξθn , Ξn (n = 1, 2,⋯,N ) , gθ, g

及与状态 x 1 相关的界 Υ(x 1) , Υλ(x 1) 满足

Ξn ≤ Ξn ≤ Ξθn < 0, (2. 4)

0 < g ≤ g ≤ gθ, (2. 5)

Υ(x 1) ≤ Υ(x 1) ≤ Υλ(x 1) < 0. (2. 6)

　　假设 2　存在一正态非线性函数Υ0 (x 1) 作为先

验信息,即

Υ0 (x 1) =
- Q 0

2M 0 (X ∞0 + x 1) 2 , (2. 7)

其中Q 0,M 0, X ∞0 为Q ,M , X ∞ 的标称值.

通过假设 2, RBF 网络的权值初始化为

Ξδn0 = Υ0 (p n) , n = 1, 2,⋯,N , (2. 8)

这使得 Υδ(x 1, Ξδ0)≈ Υ0 (x 1) , 式中 Υδ(x 1, Ξδ0) 为形如

(2. 2) 的RBF 网络, Ξδ0 = [Ξδ10,⋯, ΞδN 0 ]T.

注 2　 假设 1 中加的条件 Υ(x 1) ≤ Υ(x 1) ≤

Υλ(x 1) < 0将用于控制器的设计. 由 Υ(x 1) 的表达式

知Υ(x 1) < 0,这里只要求Υ(x 1) 的上下界已知,这是

一个很弱的条件,其他条件同于文献[ 1 ].

3　基于 RBF网络自适应反推控制器的设计
　　下面利用反推设计方法给出控制器的设计:

Step1　定义位置 x 1 及速率 x 2 的误差信号为

z 1 = x 1 - y r, (3. 1)

z 2 = x 2 - Α1, (3. 2)

其中 Α1 是待定的虚拟控制律. 由式 (2. 1) 和 (3. 2) ,

对式 (3. 1) 两边求导得

zα1 = Α1 + z 2 - yαr. (3. 3)

　　选取

Α1 = - c1z 1 + yαr, (3. 4)

其中 c1 > 0是设计参数. 将式 (3. 4) 代入式 (3. 3) 得

方程的解为

　z 1 ( t) = e- c1 tz 1 (0) +∫
t

0
e- c1 ( t- Σ)

z 2 (Σ) dΣ. (3. 5)

显然

ûz 1 ( t) û ≤ e- c1 tûz 1 (0) û +
1
c1

sup
0≤Σ≤t

ûz 2 (Σ) û , Π t≥ 0.

(3. 6)

　　Step2　由式 (2. 1) , (3. 1) , (3. 2) 和 (3. 4) 得

zα2 = xα2 - Αα1 =

c1 (x 2 - yαr) - yβr + g + Υ(x 1) u 2, (3. 7)

由于 Υ(x 1) 未知, 在设计控制律时用形如 (2. 2) 的
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RBF 网络去替代. 控制律设计如下:

u 2 = u c + u s, (3. 8)

u c =
Α2

Υδ(x 1, Ξδt)
,

Α2 = - c2z 2 - c1x 2 + c1yαr + yβr - gδt. (3. 9)

其中: c2 > 0为设计参数, u c为反馈控制律, u s为待取

的监督控制律, Υδ(x 1, Ξδt) 为形如 (2. 2) 的RBF 网络,

Ξδt和g
δ

t分别为网络权值Ξ3 和重力加速度g在 t时刻

的估计. 将式 (3. 8) 和 (3. 9) 代入式 (3. 7) 得

zα2 = - c1 (x 2 - yαr) - yβr + g + (Υ(x 1) -

Υδ(x 1, Ξδt) ) u c + Υδ(x 1, Ξδt) u c + Υ(x 1) u s =

- c2z 2 + (g - gδt) + (Υ(x 1) -

Υδ(x 1, Ξδt) ) u c + Υ(x 1) u s. (3. 10)

　　定义RBF 网络的逼近误差为

Ε(x 1) = Υ(x 1) - Υ(x 1, Ξ3 ) , (3. 11)

且令

5 T
t = [ r (x 1 - p 1) ,⋯, r (x 1 - p N ) ] =

[Υ1t,⋯, ΥN t ], (3. 12)

将式 (2. 2) , (3. 11) , (3. 12) 代入式 (3. 10) , 并整理

得

zα2 =

- c2z 2 + (g - gδt) + (Υ(x 1) - Υ(x 1, Ξ3 ) ) u c +

(Υ(x 1, Ξ3 ) - Υδ(x 1, Ξδt) ) u c + Υ(x 1) u s =

- c2z 2 - g�t - u c5 T
t Ξ�t + Ε(x 1) u c + Υ(x 1) u s.

(3. 13)

其中: Ξ�t = Ξδt - Ξ3 = [Ξδ1t - Ξ3
1 ,⋯, ΞδN t - Ξ3

N ]T , g�t

= g
δ

t - g 为 t时刻的参数估计误差. 选取自适应律

为

g
δõ

t =

0, gδt = g , z 2 < 0;

0, g
δ

t = gθ, z 2 > 0;

r1z 2, g < g
δ

t < gθ;

(3. 14)

Ξδ
õ

nt =

0, Ξδnt = Ξn , u cΥntz 2 < 0;

0, Ξδnt = Ξθn , u cΥntz 2 > 0;

r2u cΥntz 2, Ξn < Ξδnt < Ξθn.

(3. 15)

其中: n = 1, 2,⋯,N , g
δ

0 ∈ (g , gθ) , Ξδn0 由假设 2 取

定.

引理 2　自适应律 (3. 14) 和 (3. 15) 可以保证

gδt, Ξδnt分别落入[g , gθ ], [Ξn , Ξθn ] 中, n = 1,⋯,N .

证明　首先证明 gδt∈ [g , gθ ]. 若 gδt于某一时刻

落入集合 (g , gθ) ,下面分两种情况讨论:

1) 当 z 2 < 0时,由 r1 > 0, gδ
õ

t = r1z 2知 gδt单调

递减. 当 g
δ

t减至 g 时, g
δõ

t = 0,从而一定存在 t0,使得

对任意 t≥ t0, gδt≡ g.

2) 当 z 2 > 0时,由 r1 > 0, g
δõ

t = r1z 2知 g
δ

t单调

递增. 当 gδt增至 gθ时, gδ
õ

t = 0,从而一定存在 t0,使得

对任意 t≥ t0, gδt≡ gθ.

由于初值 gδ0 ∈ (g , gδ) ,由以上讨论知 g
δ

t ∈ [g ,

g
δ]. Ξδnt∈ [Ξn , Ξθn ] 类证. □

下面给出 u s 的选取. 取函数V 1 =
1
2

z 2
2. 注意到

假设 1,对V 1 沿 (3. 10) 求导得

Vα
1 = - c2z 2

2 + z 2 [ (g - gδt) + (Υ(x 1) -

Υδ(x 1, Ξδt) ) u c + Υ(x 1) u s ] ≤

- c2z 2
2 + ûz 2û [gθ + ûgδtû + ûΥ(x 1) ûûu cû +

ûΥδ(x 1, Ξδt) u cû ] + z 2Υ(x 1) u s. (3. 16)

取监督控制为

u s = u s1 + u s2, (3. 17)

u s1 =
- k 1gδtz 2 - k 2ûΑ2ûz 2

Υδ(x 1, Ξδt)
, (3. 18)

u s2 = - I 3 sgn (z 2) 1
Υλ(x 1) [ ûg

δ
tû + gθ +

　　　ûΥδ(x 1, Ξδt) ûûu cû + ûΥ(x 1) u cû ]. (3. 19)

其中: k 1, k 2 > 0是设计参数, Α2 如 (3. 9) 定义, I 3 取

值为

I 3 =
1, V 1 > Vϖ;

0, V 1 ≤Vϖ.
(3. 20)

Vϖ为设定值. 由式 (2. 4) , 引理 2 及 Υδ(x 1, Ξδt) 的定义

(2. 2) 知

Υδ(x 1, Ξδt) = ∑
N

n= 1
Ξδntr (x 1 - p n) < 0,

又由式 (2. 6) 知

Υ(x 1) öΥδ(x 1, Ξδt) > 0.

再由 g
δ

t∈ [g , gθ ] 及式 (2. 5) 得

　 z 2Υ(x 1) u s1 =

　 -
Υ(x 1)

Υδ(x 1, Ξδt)
[k 1gδtz

2
2 + k 2ûΑ2ûz 2

2 ] ≤ 0. (3. 21)

　　下面讨论V 1的界. 当V 1 > Vϖ时,由式 (2. 6) 有

Υ(x 1) öΥλ(x 1) ≥ 1, 将式 (3. 17) , (3. 19) 和 (3. 21) 代

入式 (3. 16) 得

Vα
1 ≤- c2z 2

2 + ûz 2û [gθ + ûgδtû +

ûΥ(x 1) ûûu cû + ûΥδ(x 1, Ξδt) u cû ] -

Υ(x 1)

Υλ(x 1)
ûz 2û [ ûgδtû + gθ +

ûΥδ(x 1, Ξδt) u cû + ûΥ(x 1) ûûu cû ] +

z 2Υ(x 1) u s1 ≤- c2z 2
2. (3. 22)

因此由式 (3. 20) 和 (3. 22) 知,对任意的 t≥ 0,V 1 ( t)

≤V
ω = m ax{Vϖ,V 1 (0) }. 由V 1的定义得 z 2∈L ∞. 由

式 (3. 6) 知 z 1∈L ∞,从而由式 (3. 1) 知 x 1∈L ∞. 由

x 1 的物理意义知 x 1 ≥ 0,不妨设 x 1 落入集合
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X = {x 1û0≤ x 1 ≤ x 1M , x 1M 为 x 1 的上界}.

(3. 23)

　　注 3　通过引入式 (3. 19) ,保证了闭环系统的

状态 x 1 落入一有界集中,从而由引理 1知对于任意

的 ∆ > 0, 通过选取适当的N 及 Ξ3 就可以保证式

(3. 11) 的建模误差 Ε(x 1) 满足sup
x 1∈X

ûΕ(x 1) û ≤ ∆.

4　主要结果
　　 下面给出本文的主要结果. 由于式 (3. 5) 中

e- c1 tz 1 (0) 是以指数速度收敛于零, 不失一般性, 不

妨设 z 1 (0) = 0.

定理 1　 考虑系统 (2. 1) , 控制律取为 (3. 8) ,

(3. 9) 和 (3. 17)～ (3. 19) ,自适应律取为 (3. 14) 和

(3. 15). 若假设 1和假设 2成立,则

1) 闭环系统的所有信号均有界.

2) z 2 ( t) 满足

∫
t

0
ûz 2 (Σ) û 2dΣ≤ e + f∫

t

0
Ε2 (x 1 (Σ) ) dΣ, Π t≥ 0.

　　3) 若 Ε(x 1) 平方可积,则

lim
t→∞

ûz 1 ( t) û = 0, lim
t→∞

ûz 2 ( t) û = 0.

其中

e =
2
c2

(ûV (0) û + sup
t≥0

(ûV ( t) û ) ,

f =
M
c2

2
, M = sup

t≥0
ûu 2

c ( t) û.

　　证明　1) 由上面的推导易知 1
2

z 2
2 ≤V

ω,即

ûz 2û ≤ (2V
ω) 1ö2. (4. 1)

由 z 1 (0) = 0和式 (3. 6) 得

ûz 1û ≤
(2V

ω) 1ö2

c1
. (4. 2)

从而由式 (3. 1) 得

ûx 1û ≤ ûz 1û + ûy rû ≤
(2V

ω) 1ö2

c1
+ ûy rû.

(4. 3)

由式 (3. 2) , (3. 4) 和 (4. 2) 有

ûx 2û ≤ ûz 2û + ûΑ1û ≤
(2V

ω) 1ö2 + ûc1z 1û + ûyαrû ≤

2 (2V
ω) 1ö2 + ûyαrû. (4. 4)

由式 (2. 2) , (2. 4) 及引理 2知

∑
N

n= 1

Ξn r (x 1 - p n) ≤ Υδ(x 1, Ξδt) =

∑
N

n= 1
Ξδntr (x 1 - p n) ≤∑

N

n= 1
Ξθn r (x 1 - p n) < 0.

(4. 5)

显然控制律 (3. 9) 避免了‘零除’问题. 由式 (2. 5) ,

(3. 9) , (4. 1) , (4. 4) , (4. 5) 及引理 2得

ûu cû ≤
1

ûΥδ(x 1, Ξθ) û
(c2ûz 2û + c1ûx 2û +

c1ûyαrû + ûyβrû + gδt) ≤

1

û Υδ
-

(x 1, Ξθ) û
[c2 (2V

ω) 1ö2 + 2c1 (2V
ω) 1ö2 +

2c1ûyαrû + ûyβrû + gθ ], (4. 6)

即 u c∈L ∞. 由式 (3. 17)～ (3. 19) 易证u s1, u s2, u s∈

L ∞, 从而由 (3. 8) 得 u 2∈L ∞. 由引理 2知参数估计

有界, 故结论 1成立.

2) 由 g
�

t = g
δ

t - g , 假设 1和式 (3. 14) 知

g�t (g
�õ - r1z 2) = g

�
t (g

δõ - r1z 2) =

- r1g�tz 2 = r1 (g - g ) z 2, gδt = g , z 2 > 0;

- r1g�tz 2 = r1 (g - gθ) z 2, gδt = gθ, z 2 > 0或≤ 0;

0, g < gδt < gθ.

(4. 7)

同理可得

Ξ�T
t (Ξ�

õ

t - r2u c5 tz 2) ≤ 0. (4. 8)

由式 (3. 19) , (3. 20) 及假设 1知

z 2Υ(x 1) u s2 =

- I 3
ûz 2ûΥ(x 1)

Υλ(x 1)
[ ûgδtû + gθ +

ûΥδ(x 1, Ξδt) ûûu cû + ûΥ(x 1) u cû ] ≤ 0. (4. 9)

取L yapunov函数

V =
z 2

2

2
+

g�2
t

2r1
+

Ξ�T
t Ξ�t

2r2
, r1, r2 > 0.

由式 (3. 13) , (3. 21) , (4. 7)～ (4. 9) 得

Vα=
g
�

t

r1
(g�

õ

t - r1z 2) +
Ξ�T

t

r2
(Ξ�

õ

t - r2u c5 tz 2) +

z 2 (- c2z 2 + Ε(x 1) u c + Υ(x 1) u s) ≤

- c2z 2
2 + z 2Ε(x 1) u c ≤

-
c2

2
z 2

2 +
1
2

(Ε(x 1) u c) 2

c2
. (4. 10)

对上式从 0到 t积分即得结论 2.

3) 若 Ε(x 1) ∈L 2,由式 (4. 10) 知 z 2∈L 2. 由于

式 (3. 13) 等号右边的所有变量有界,则 zα2∈L ∞. 注

意到 z 2∈L ∞, 由Barbǎla t引理[7 ]知lim
t→∞

ûz 2 ( t) û = 0.

进一步由式 (3. 6) 得lim
t→∞

ûz 1 ( t) û = 0. □

注 4　对于 Α1,由文献[ 1 ] 的 (14) 知

Z 1 (s) =
s

s2 + c1p s + c1i
Z 2 (s) , (4. 11)

其中 s 是 L ap lace 算子. 由于 s2 + c1p s + c1i 为

H u rw itz多项式,则一定存在Α> 0, Β> 0, a和 b,使

得

s
s2 + c1p s + c1i

=
a

s + Α+
b

s + Β,
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显然
sz 2

s2 + c1p s + c1i
的脉冲相应函数为

h ( t) =
ae- Αt + be- Βt, t≥ 0;

0, t < 0.

因此式 (4. 11) 可以写为

z 1 ( t) = hz 2 =∫
t

0
h ( t - Σ) z 2 (Σ) dΣ=

∫
t

0
(ae- Α( t- Σ) + be- Β( t- Σ) ) z 2 (Σ) dΣ, (4. 12)

其中 z 1 ( t) 和 z 2 ( t) 分别是 Z 1 (s) 和 Z 2 (s) 的反

L ap lace 变换. 由于文献[ 1 ]只能保证 z 2∈L ∞,由式

(4. 12) 知∫
t

0
z 1 (Σ) dΣ< ∞不能保证,从而由[ 1 ]的式

(13) 知Α1∈L ∞也不能保证,故由[ 1 ]的式 (11) 知x 2

= z 2 + Α1∈L ∞不成立,所以[ 1 ]中关于 x 2∈L ∞的

证明是错误的.

5　结　　语
　　本文针对一类磁悬浮系统,在较弱的条件下,通

过引入监督控制,保证了闭环系统的状态落入一紧

集中. 然后通过RBF 网络和反推设计技术给出了一

种鲁棒自适应控制器的设计,严格地分析了自适应

控制系统的稳定性和跟踪性能. 当然,如果不引入监

督控制,也可通过对系统的状态初值加条件来证明

闭环系统的状态落入某一紧集中[4～ 6 ].
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6　结　　语
　　以往的研究成果多使用时间驱动方式,出现的

多采样和空采样现象造成系统很难控制. 当时延较

大时,事件驱动又容易造成采样信息失真. 综合时间

驱动和事件驱动的优点,提出事件2时间驱动方式,

采样周期将随着网络时延的变化而变化. 通过对事

件2时间驱动下的采样状态分析,得出了采样信息处

理器和动态补偿器的设计方案,理论分析和试验结

果都证明控制算法可以对网络时延进行实时地补

偿,保证了系统稳定性和稳态动态性能,可在任何因

特网环境下实现运动控制的任务.
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