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仿射非线性奇异系统的反馈控制与稳定化
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(1. 沈阳工业大学 理学院, 沈阳 110023; 2. 东北大学 信息科学与工程学院, 沈阳 110004)

摘　要: 研究非线性奇异系统的反馈稳定化问题. 首先给出仿射非线性奇异系统反馈稳定化的概念; 然后利用零动

态算法构造的局部坐标变换给出仿射非线性奇异系统的一种标准型,并将其用于研究仿射非线性奇异系统的反馈控

制和系统稳定化问题;最后证明了对于正则仿射非线性奇异系统,当其零动态渐近稳定时,该系统可通过反馈控制实

现系统的稳定化.
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Abstract: T he feedback stab ilizat ion p rob lem of affine non linear singu lar system s is studied. T he concep t of asymp2
to t ic stab ilizat ion via sta te feedback is p ropo sed fo r affine non linear singu lar system s. U sing zero dynam ics algo2
rithm , a coo rdinate transfo rm is in troduced to estab lish a canon ical fo rm of affine non linear singu lar system s, by

w h ich the p rob lem of asymp to tic stab ilizat ion via sta te feedback is discussed. R egu lar affine non linear singu lar sys2
tem s are show n to be asymp to tically stab ilizab le if the zero dynam ics are stab le.
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1　引　　言
　　自从L uenberger, You, Chen, Cam eron, K rish2
nan 等先后在经济系统、受限机械系统、机器人系

统、化工过程和电力系统等发现奇异系统的特征以

来,奇异系统 (广义系统、微分代数系统)的研究受到

众多学者的关注[1～ 4 ]. 围绕线性定常奇异系统,已形

成了与线性系统理论平行的理论体系,其中包括可

解性、稳定性、能控性、能观性、观测器设计、解耦控

制等; 对于线性时变奇异系统也取得了相当的成

就[5 ]. 然而,非线性奇异系统的研究却进展缓慢,只

是在系统的可解性及数值解等方面作些工作. 近 10

年,在非线性系统微分几何理论的推动下,非线性奇

异系统的研究取得了一定的成果,主要包括完全线

性化、输入输出解耦、干扰解耦、输出跟踪、稳定性

等[6, 7 ].

　　系统的零动态是系统的内部动态品质,其性质

与系统的诸多性质相联系,如稳定性等. 对于非线性

系统,关于系统零动态的研究比较完善[8 ]. 对于非线

性奇异系统,这方面的研究还比较少. 最近文献 [ 9 ]

提出了非线性奇异系统零动态的概念,并给出了零

动态算法. 文献[ 10 ]利用零动态算法构造坐标变换,

获得了非线性奇异系统的一个广义标准型. 关于非

线性奇异系统零动态与系统本身的内在联系还不清



楚,特别是零动态与系统稳定性的关系更是值得探

讨.

　　本文在文献[ 9, 10 ]的基础上,继续探讨仿射非

线性奇异系统的零动态对系统本身的影响,主要研

究仿射非线性奇异系统的零动态和反馈稳定化问

题.

2　问题叙述与定义
　　对于仿射非线性奇异系统

xα= f 1 (x ) + p 1 (x ) z + g 1 (x ) u ,

0 = f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u ,

y = h (x ).

(1)

其中: x ∈ R n 为可微变量, z ∈ R s 为代数变量, u ∈

R m 为输入变量, y ∈R m 为输出变量, f 1 (x ) 和 f 2 (x )

分别为n维和 s维光滑向量函数, p i (x ) 和g i (x ) ( i =

1, 2) 为有适当维数的矩阵值函数, h (x ) 为m 维光滑

输出向量函数.

　　考虑状态反馈

u = Α(x ) + Β(x ) v + Χ(x ) z , (2)

其中Β(x ) 为邻域U 内的非奇异矩阵. 对系统 (1) 施

加反馈 (2) ,可得

xα= f 1 (x ) + g 1 (x ) Α(x ) + [p 1 (x ) +

　　g 1 (x ) Χ(x ) ]z + g 1 (x ) Β(x ) v ,

0 = f 2 (x ) + g 2 (x ) Α(x ) + [p 2 (x ) +

　　g 2 (x ) Χ(x ) ]z + g 2 (x ) Β(x ) v.

(3)

　　定义 1　对于系统 (1) ,如果存在状态反馈 (2)

使得闭环系统 (3) 可稳定化,则称系统 (1) 可通过状

态反馈实现稳定化, 或称系统 (1) 的反馈稳定化问

题可解.

3　零动态与系统的广义标准形
　　根据文献[ 9, 10 ],利用零动态算法构造坐标变

换

w = 5 (x ) = (Ν1,⋯, Νm , Γ). (4)

在新坐标 (4) 下,系统 (1) 成为

Ν
õ

1
1 = Ν1

2,

　　�

Ν
õ

1
n1 = a1 (x ) + b1 (x ) z + c1 (x ) u;

Ν
õ

2
1 = Ν2

2 + Λ2
11 (a1 (x ) + b1 (x ) z +

　　 c1 (x ) u ) + Ρ2
1 (x ) u ,

　　�

Ν
õ

2
n2 = a2 (x ) + b2 (x ) z + c2 (x ) u;

　　�

Ν
õ

m
1 = Νm

2 + ∑
m - 1

j = 1
Λm

1j (a j (x ) +

　　bj (x ) z + cj (x ) u ) + Ρm
1 (x ) u ,

　　�

Ν
õ

m
nm

= am (x ) + bm (x ) z + cm (x ) u;

0 = f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u ,

Γ
õ

= f 0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) + p 0 (Ν1,⋯,

　Νm , Γ) z + g 0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) u. (5)

其中: x = 5 - 1 (w ) ; a i (x ) , bi (x ) , ci (x ) 定义为

a i (x ) = L f 1Ν
i
n i

(x ) , bi (x ) = L p 1Ν
i
n i

(x ) ,

ci (x ) = L g 1Ν
i
n i

(x ) ;

坐标函数 Νi
k (x ) 和系数 Κi

k j (x ) , Λi
k j , Ρi

k (x ) 满足

Νi
k+ 1 (x ) =

Κi
k1f 2 (x ) + ∑

i- 1

j= 1

Λi
k j (x ) a j (x ) + L f 1Ν

i
k (x ) ,

[L p 1Ν
i
k (x )　L g 1Ν

i
k (x ) ] =

- Κi
k1 [p 2 (x )　g 2 (x ) ] -

∑
i- 1

j= 1
Λi

k j [bj (x )　cj (x ) ] + Ρi
k (x ) ,

1≤ k ≤ n i - 1, 2≤ i≤m . (6)

　　在新坐标下,系统 (1) 的输出零化子流形为

Z 3 = {x ∈U : Νi (x ) = 0, 1≤ i≤m }.

系数 Ρi
k (x ) 满足 Ρi

k (x ) = 0, x ∈ Z 3 . 矩阵

A (x ) =

p 2 (x ) g 2 (x )

b1 (x ) c1 (x )

� �
bm (x ) cm (x )

在 x 0 处非奇异. 从方程组

f 2 (x ) + p 2 (x ) z + g 2 (x ) u = 0,

a j (x ) + bj (x ) z + cj (x ) u = 0.
(7)

可获得唯一的 z 3 和光滑映射 u 3 , 使得向量场

f 3 (x ) = f 1 (x ) + p 1 (x ) z 3 + g 1 (x ) u3 与子流形Z 3

相切. 于是系统 (1) 的零动态为

Γα= f 3 (Γ) =

f 0 (0,⋯, 0, Γ) + p 0 (0,⋯, 0, Γ) z 3 +

g 0 (0,⋯, 0, Γ) u3 . (8)

　　设系统 (1) 的平衡点为 x 0,即 f 1 (x 0) = f 2 (x 0)

= 0. 由新坐标的定义得

Νi
k (x 0) = 0, 1≤ i≤m , 1≤ k ≤ n i.

选择 Γk 满足

Γk (x 0) = 0, 1≤ k ≤ n - r.

因此得 x 0 = 5 - 1 (0) ,即在新坐标下,系统的平衡点

为w = 0.

4　反馈控制与系统稳定化
　　假设系统 (1) 是正则的,即矩阵[p 2 (x ) , g 2 (x ) ]

行满秩. 则存在矩阵 Χ(x ) 使得矩阵 [p 2 (x ) ,

g 2 (x ) Χ(x ) ]非奇异. 对系统 (5) 施加状态反馈 u =
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Χ(x ) z + u
δ,则系统 (5) 可化为

Ν
õ

1
1 = Ν1

2,

　　�

Ν
õ

1
n1 = a1 (x ) + [b1 (x ) + c1 (x ) Χ(x ) ]z + c1 (x ) u

δ;

Ν
õ

2
1 = Ν2

2 + Λ2
11 (a1 (x ) + [b1 (x ) +

　　c1 (x ) Χ(x ) ]z + c1 (x ) u
δ) +

　　Ρ2
1 (x ) (Χ(x ) z + uδ) ,

Ν
õ

2
n2 = a2 (x ) + [b2 (x ) + c2 (x ) Χ(x ) ]z + c2 (x ) u

δ;

　　�

Ν
õ

m
1 = Νm

2 + ∑
m - 1

j = 1

Λm
1j (a j (x ) +

　　[bj (x ) + cj (x ) Χ(x ) ]z +

　　cj (x ) u
δ) + Ρm

1 (x ) (Χ(x ) z + uδ) ,

　　�

Ν
õ

m
nm

= am (x ) + [bm (x ) + cm (x ) Χ(x ) ]z + cm (x ) u
δ;

0 = f 2 (x ) + [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]z + g 2 (x ) u
δ,

Γα= f 0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) + [p 0 (Ν1,⋯, Νm ,

　　Γ) + g 0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) Χ(x ) ]z +

　　g 0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) u
δ. (9)

由于[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]非奇异,从代数约束方程

(9) 可得

z = - [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1 ×

[ f 2 (x ) + g 2 (x ) uδ]. (10)

式 (10) 代入 (9) ,得

Ν
õ

1
1 = Ν1

2,

　　�

Ν
õ

1
n1 = aζ1 (x ) + cυ1 (x ) u

δ;

Ν
õ

2
1 = Ν2

2 + Λ2
11 (aζ1 (x ) + cυ1 (x ) u

δ) +

　　Ρ2
1 (x ) (v (x ) + Θ(x ) u

δ) ,

　　�

Ν
õ

2
n2 = aζ2 (x ) + cυ2 (x ) u

δ;

　　�

Ν
õ

m
1 = Νm

2 + ∑
m - 1

j= 1
Λm

1j (aζ j (x ) + cυj (x ) uδ) +

　　Ρm
1 (x ) (v (x ) + Θ(x ) u

δ) ,

　　�

Ν
õ

m
nm

= aζm (x ) + cυm (x ) u
δ;

Γα= f�0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) + g
�

0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) u
δ. (11)

其中

aζ i (x ) = a i (x ) - [bi (x ) + ci (x ) Χ(x ) ] ×

　　 　[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1f 2 (x ) ,

cυi (x ) = ci (x ) - [bi (x ) + ci (x ) Χ(x ) ] ×

　　 　[p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ) ,

v (x ) = - Χ(x ) [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1f 2 (x ) ,

Θ(x ) = I - Χ(x ) [p 2 (x ) + g 2 (x ) Χ(x ) ]- 1g 2 (x ).

　　参照文献[ 11 ],可证明如下引理:

　　引理 1　如果矩阵A (x ) 在 x 0 处非奇异,则矩

阵

cυ(x ) = [cυ1 (x )　⋯　cυm (x ) ]T

在 x 0 处非奇异.

　　考虑状态反馈

aζ i (x ) + cυi (x ) u
δ = v i, (12)

或 uδ = cυ- 1 [v - aζ (x ) ],其中
aζ (x ) = [aζ1 (x )　⋯　aζm (x ) ]T.

对式 (11) 施加反馈 (12) ,则式 (11) 可化为

Ν
õ

1
1 = Ν1

2,

　　�

Ν
õ

1
n1 = v 1;

Ν
õ

2
1 = Ν2

2 + Λ2
11v 1 + Ρ2

1 (x ) (vζ (x ) + Θζ (x ) v ) ,

　　�

Ν
õ

2
n2 = v 2;

　　�

Ν
õ

m
1 = Νm

2 + ∑
m - 1

j= 1

Λm
1jv j + Ρm

1 (x ) (vζ (x ) + Θζ (x ) v ) ,

　　�

Ν
õ

m
nm

= vm ;

Γα= f
δ

0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) + g
δ

0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) v. (13)

其中

vζ (x ) = v (x ) - Θ(x ) cυ- 1aζ i (x ) , Θζ (x ) = Θ(x ) cυ- 1.

记

A ii =

0 1 ⋯ 0

� � ω �
0 0 ⋯ 1

0 0 ⋯ 0

, bi =

0

�
0

1

,

D ij (x ) =

Λi
1j (x )

�
Λi

n i- 1 (x )

0

, S i (x ) =

Ρi
1 (x )

�
Ρi

n i- 1 (x )

0

,

2≤ i≤m , 1≤ j ≤m - 1.

由此得

Ν
õ

1 = A 11Ν1 + b1v 1,

Ν
õ

2 = A 22Ν2 + b2v 2 + D 21 (x ) v 1 +

　　S 2 (x ) (vζ (x ) + Θζ (x ) v ) ,

　　�

Ν
õ

m = A mm Νm + bm vm + ∑
m - 1

j= 1
D m j (x ) v j +
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　　S m (x ) (vζ (x ) + Θζ (x ) v ) ,

　　Γα= f
δ

0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) + g
δ

0 (Ν1,⋯, Νm , Γ) v. (14)

当 x ∈Z 3 时, Ρi
k (x ) = 0,由此知当 x ∈Z 3 时, S i (x )

= 0. 特别地, S i (0) = 0, vζ (0) = 0,因此方程 (14) 前

m 个方程在w = 0处的线性近似方程为

Ν
õ

1 = A 11Ν1 + b1v 1,

Ν
õ

2 = A 22Ν2 + b2v 2 + D 21 (0) v 1 +

　　 fθ2 (w ) + gθ2 (w ) v ,

　　�

Ν
õ

m = A mm Νm + bm vm +

　　∑
m - 1

j= 1
D m j (0) v j + fθm (w ) + gθm (w ) v. (15)

当w = 0时, gθ i (w ) = 0, fθ i (w ) = 0,且有

5fθ i (w )
5w w = 0

= 0, 2≤ i≤m .

因此,方程 (14) 的前m 个方程在w = 0处的线性近

似方程可写成 Ν
õ

= A Ν+ B v. 其中

A =

A 11 0 ⋯ 0

0 A 22 ⋯ 0

� � ω �
0 0 ⋯ A mm

,

B =

b1 0 ⋯ 0

D 21 (0) b2 ⋯ 0

� � ω �
D m 1 (0) D m 2 (0) ⋯ bm

.

由A 和B 的结构可知 (A ,B ) 为可控对.

　　记 Ν= co l (Ν1,⋯, Νm ) ,则方程 (14) 可写成更紧

凑的形式

Ν
õ

= A Ν+ B v + fθ (Ν, Γ) + gθ (Ν, Γ) v ,

Γα= q (Ν, Γ) + p (Ν, Γ) v.
(16)

零动态为 Γα= q (0, Γ).

　　定理 1　对于仿射非线性奇异系统 (1) , 假设

x 0 是零动态算法的正则点,且 x 0 是系统 (1) 的零动

态的渐近稳定平衡点,则存在状态反馈

u = Α(x ) + Χ(x ) z + Β(x ) v ,

使得对应的闭环系统在平衡点 x 0 为可稳定化系统.

　　为使定理 1证明更加清晰,首先引入如下引理:

　　引理 2[8 ]　考虑控制系统

Ν
õ

= A Ν+ f (Ν, Γ) , Γα= q (Ν, Γ). (17)

对于 Γ = 0 某邻域内所有的 Γ, 设有 f (0, Γ) = 0,

5f
5Ν(0, 0) = 0. 如果Γα= q (0. Γ) 有渐近稳定的平衡点

Γ= 0,且矩阵A 的所有特征值均有负实部,则系统

(17) 有渐近稳定的平衡点 (Ν, Γ) = (0, 0).

　　定理 1证明　根据上述推导可知,通过施加状

态反馈

u = - cυ- 1 (x ) aζ (x ) + Χ(x ) z + cυ- 1 (x ) v ,

系统 (1) 可转化为系统 (16) , 由前面讨论知 (A ,B )

为可控对,故存在矩阵 F ,使得矩阵 (A + B F ) 的特

征值均有负实部. 对系统 (16) 施加线性反馈 v =

F Ν,可得

Ν
õ

= (A + B F ) Ν+ fθ (Ν, Γ) + gθ (Ν, Γ) F Ν,

Γα= q (Ν, Γ) + p (Ν, Γ) F Ν.
(18)

由假设知系统 (18) 的零动态 Γα= q (0, Γ) 有稳定的

平衡点 Γ= 0. 记

f (Ν, Γ) = fθ (Ν, Γ) + gθ (Ν, Γ) F Ν,

由前面讨论知, f (Ν, Γ) 满足引理 2 的条件, 故系统

(18) 有渐近稳定的平衡点 (Ν, Γ) = (0, 0) , 即系统

(1) 可通过状态反馈实现稳定化. □

5　结　　论
　　通过本文的讨论,反馈稳定化的概念可推广到

仿射非线性奇异系统,并可借助于零动态算法构造

的局部坐标变换,给出仿射非线性奇异系统的一种

标准型,进而研究系统的反馈稳定化问题. 对于一个

正则仿射非线性奇异系统,当其零动态渐近稳定时,

该系统可实现反馈稳定化.

　　需要进一步研究的问题是: 以零动态算法为工

具,探讨仿射非线性奇异系统的转化问题;借助于零

动态算法及其给出的标准型,研究仿射非线性奇异

系统的解耦控制及输出跟踪问题等.
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第 17届中国控制与决策学术年会在哈尔滨召开

　　本刊讯　2005 中国控制与决策学术年会

(17th CDC) , 于 6 月 25 日至 28 日在哈尔滨市黑

龙江大学召开。来自国内部分高等院校和科研院所

的 180多名代表参加了本届年会。

　　6月 25日上午举行了大会开幕式。CDC 年会

程序委员会主任委员张嗣瀛院士致开幕辞,黑龙江

大学副校长闫鹏飞教授致欢迎辞, 哈尔滨市委常

委、副市长王世华同志到会讲话。中国航空学会自

动控制分会主任申功勋教授,黑龙江省科技厅厅长

孙尧同志等,分别向会议发来贺信; 俄罗斯科学院

院士瓦西列夫教授向大会表示祝贺。

　　本届年会邀请 6 位著名专家学者作了专题大

会学术报告。大会报告人及报告题目分别是: 日本

东京D enk i大学 21世纪 CO E 工程中心主任古田

胜久教授: Con tro l of Pendu lum from H um an

A dap t ive M echatron ics;香港城市大学混沌控制与

同步研究中心主任陈关荣教授:M odelling, Con2
t ro l and Synch ron iza t ion of Comp lex N etw o rk s;

中国科学院院士、东北大学博士生导师张嗣瀛教

授:控制论、系统工程、复杂系统与复杂性科学——

复杂系统的定性研究; 长江学者特聘教授、哈尔滨

工业大学博士生导师段广仁教授: Genera lized

Sylvester M atrix Equat ion in Con tro l System

T heo ry; 黑龙江大学博士生导师韩志刚教授: 工程

应用控制系统设计中某些问题的探讨;国家自然科

学基金委员会徐孝涵教授:如何提高基金申报的成

功率。这些报告从不同方面分别介绍了最新研究成

果和未来发展方向,受到与会代表的热烈欢迎和一

致好评。

　　会议期间发行了《2005 中国控制与决策学术

年会论文集》。本届年会论文集共收入各方面来稿

574篇,分为上下两卷出版和发行。在分组交流中,

代表们分别宣读了论文,介绍了各自的研究工作,

并对一些感兴趣的问题作了深入研讨。整个交流活

动进行得热烈而有序,充满了浓厚的学术气氛。在

广泛交流和深入研讨的基础上, 本届年会评选出

22篇优秀学术论文。

　　第 17届CDC 年会由《控制与决策》编辑委员

会、中国航空学会自动控制分会、中国自动化学会

应用专业委员会、中国运筹学会决策理论及应用专

业委员会、中国兵工学会自动控制专业委员会联合

主办,黑龙江大学具体承办。

　　经 CDC 年会程序委员会和组织委员会研究

决定: 第 18 届 CDC 年会由河北工业大学具体承

办,将于 2006年夏季在天津召开。
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