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一 类 复 杂 系 统 的 容 错 控 制

张颖伟, 刘建昌, 张嗣瀛
(东北大学 信息科学与工程学院, 沈阳 110004)

摘　要: 研究一类互联系统的容错 H ∞控制问题,提出了具有相似性的容错控制器的设计方法. 当所有执行器正常

时,可保证闭环系统稳定和H ∞性能;当一些执行器失效时,仍能保证闭环系统稳定和 H ∞性能. 仿真算例证明了该方

法的有效性.
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Abstract: T he reliab le H ∞ con tro l p rob lem fo r a class of in terconnected system s is addressed. T he m ethods to de2
sign reliab le con tro ller are p resen ted fo r the in terconnected system s w ith symm etrical characters. T he resu lt ing

clo sed2loop in terconnected system s are stab le and satisfy H ∞ perfo rm ance even w hen som e actuato rs experience ou t2
ages. A n examp le is given to illustra te the design p rocedure and effectiveness of the p ropo sed m ethods.
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1　引　　言
　　近年来,工业上出于对安全和经济的考虑,故障

诊断和容错控制得到广泛的关注. 对于一定的系统,

故障诊断和容错控制是很重要的.

　　容错控制可以分为两类:可靠控制和控制重构.

可靠控制是设计适当固定结构的控制器,该控制器

除了考虑正常工作状态的参数值以外,还要考虑故

障情况下的参数值,当执行器、传感器和其他部件失

效时,保证系统的稳定性和令人满意的性能. 控制重

构是故障发生后调节控制参数或控制结构,以抵消

故障所引起的动态.

　　可靠控制已经取得了许多成果. 文献[ 1 ]研究了

由两个控制器组成的可靠控制系统的设计问题; [ 2 ]

设计了双控制器系统的可靠控制策略; [ 3 ]提出通过

R iccat i方程来设计可靠的分散控制系统的方法;

[ 4 ]指出容错控制问题的解可以通过故障调节来获

得; [ 5 ]讨论了多于一个控制器的系统控制结构的稳

定性; [ 6 ]将解析冗余引入可靠控制中; [ 7 ]研究了对

称的互联系统的稳定性等问题.

　　本文研究对称循环互联系统的可靠控制问题,

对称循环互联系统比对称互联系统更普遍,由于它

的特殊结构,计算量可以大大降低. 闭环系统的H ∞

范数可以简单地计算,控制器的设计可以通过解一

些低阶R iccat i不等式而得到.

2　问题描述
　　考虑由N 个子系统互联而成的组合系统

xα= A x + B u + GΞ,

z = C x + D u.
(1)

其中

x = [x T
1 ,⋯, x T

N ]T , u = [uT
1 ,⋯, uT

N ]T ,

Ξ = [ΞT
1 ,⋯, ΞT

N ]T , z = [z T
1 ,⋯, z T

N ]T ,



　　A ∈R N n×N n ,B ∈R N n×N m , G ∈R N n×N n ,

　　C ∈R N n×N n ,D ∈R N n×N m ,

并有如下结构:

A =

A 1 A 2 ⋯ A N

A N A 1 ⋯ A N - 1

� � ω �
A 2 A 3 ⋯ A 1

,

G =

G 1 G 2 ⋯ GN

GN G 1 ⋯ GN - 1

� � ω �
G 2 G 3 ⋯ G 1

,

B = diag [B 1,⋯,B 1 ], C = diag [C 1,⋯, C 1 ],

D = diag [D 1,⋯,D 1 ].

其中: A 和G 是循环矩阵,B , C 和D 是对角矩阵.

　　可靠控制问题:对于互联系统 (1) , 可靠控制是

设计状态反馈控制律 u = K x ,使得:

　　1) 对于预定的Β> 0和 r > 0,闭环系统的极点

位于圆D{ 内,圆的中心为 - Β + j0,圆的半径为 r;

　　2) 对于预定的 Α> 0,闭环系统

xα= (A + B K 1) x + GΞ,

z = (C + D K 1) x.
(2)

其传递函数 T (s) 满足‖T‖∞≤ Α.

3　H ∞控制

　　下述定理给出了H ∞控制器存在的充分条件:

　　定理 1　考虑系统 (1) ,对于正常数Β和 r (Β>

r) , 如果存在正定矩阵 P d i ( i = 1, 2,⋯,N ) , 使得如

下R iccat i不等式成立:

Β(A d i + B 1K 1) TP d i + ΒP d i (A d i + B 1K 1) T +

(A d i + B 1K 1) T P d i (A d i + B 1K 1) T +

(Β2 - r2) P d i < 0, (3)

则状态反馈控制律 u = K x = - B TP x 镇定系统

(1) ,并且闭环系统的极点位于圆D{ 内,圆D{ 的中心

为 - Β + j0,圆D{ 的半径为 r,闭环传递函数的H ∞

范数为

‖T‖∞ = m ax (‖T d 1‖∞,⋯‖T dN‖∞) , (4)

其中

T d i (s) = (C 1 + D 1K 1) [sI - (A d i + B 1K 1) ]- 1G d i,

i = 1, 2,⋯,N . (5)

　　定理 1的证明是基于以下结果得到的:

　　对于一个正整数N ,记

m j = [ 1　v j　v 2
j　⋯　vN - 1

j ]T ,

j = 1, 2,⋯,N . (6)

其中 v j = exp (2Π( j - 1) - 1öN ) ,即 v j 是 vN = 1

的根.

　　 令 F H
N =

1

N
[m 1　m 2　⋯　m N ], FN F H

N =

F H
N FN = I ,记 r1 = m 1 = [ 1　1　⋯　1 ]T. 如果N 是

偶数 , 则 rN ö2+ 1 = m N ö2+ 1 , rp = ( 1ö 2 ) ( m p +

m N + 2- p ) , rN + 2- p = ( - 1 ö 2 ) (m p - m N + 2- p ) .

如果N 是奇数,则 t = (N + 1) ö2;如果N 是偶数,

则 t = N ö2. 记

R N =
1

N
[ r1　r2　⋯　rN ]. (7)

　　引理 1[8 ]　假设

E =

E 1 E 2 ⋯ EN

EN E 1 ⋯ EN - 1

� � ω �
E 2 E 3 ⋯ E 1

,

其中 E i∈R m×p ( i = 1,⋯,N ). 于是

E d = (FN á Im ) E (F H
N á I p ) =

diag [E d 1, E d 2,⋯, E dN ] (8)

是块对角矩阵,且

E d 1

E d 2

�
E dN

= N (F H
N á Im )

E 1

E 2

�
EN

,

E 1

E 2

�
EN

=
1

N
(FN á Im )

E d 1

E d 2

�
E dN

.

其中 Im 是m ×m 单位矩阵, á 表示K ronecker积.

如果 E 是对称循环矩阵, 即 E i = EN - i+ 2 ( i = 2, 3,

⋯,N ) ,则

E d = (R N á Im ) T E (R N á I p ) =

diag [E d 1, E d 2,⋯, E dN ] (9)

是块对角矩阵,且 E d i = E d (N - i+ 2).

　　引理 2[9 ]　考虑系统 (1) ,对于正常数 Β和 r (Β
> r) ,如果存在正定矩阵 P , 使得如下R iccat i不等

式成立:

Β(A + B K ) T P + ΒP (A + B K ) T +

(A + B K ) T P (A + B K ) T +

(Β2 - r2) P < 0, (10)

则状态反馈控制律 u = K x = - B TP x 镇定系统
(1) ,并且闭环系统的极点位于圆D{ 内,圆D{ 的中心
为 - Β + j0,圆D{ 的半径为 r.

　　定理 1证明　令

P =

P 1 P 2 ⋯ P N

P N P 1 ⋯ P N - 1

� � ω �
P 2 P 3 ⋯ P 1

,
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其中

P 1

P 2

�
P N

=
1

N
(FN á I n)

P d 1

P d 2

�
P dN

.

记

T i = R N á I i. (11)

由引理 1有

T - 1
n A T n = diag [A d i,A d i,⋯,A d i ],

T - 1
n GT n = diag [G d i, G d i,⋯, G d i ],

T - 1
n B T m = diag [B 1,B 1,⋯,B 1 ],

T - 1
n C T n = diag [C 1, C 1,⋯, C 1 ],

T - 1
n D T m = diag [D 1,D 1,⋯,D 1 ],

T T
m K T n = diag [K 1, K 1,⋯, K 1 ].

(12)

令 P = diag [P 1　P 1　⋯　P 1 ],由式 (10)～ (12) ,

T - 1
n = T T

n ,则

T T
n (Β(A + B K ) TP + ΒP (A + B K ) T +

(A + B K ) TP (A + B K ) + (Β2 - r2) P ) T n =

diag (Β(A d 1 + B 1K d 1) T P d 1 + ΒP d 1 (A d 1 +

B 1K d 1) T + (A d 1 + B 1K d 1) TP d 1 (A d 1 + B 1K d 1) +

(Β2 - r2) P d 1,⋯, Β(A dN + B 1K dN ) TP dN +

ΒP dN (A dN + B 1K dN ) T + (A dN +

B 1K dN ) TP dN (A dN + B 1K dN ) +

(Β2 - r2) P dN ) < 0. (13)

如果不等式 (3) 成立,则不等式 (10) 成立,即

T T
n (Β(A + B K ) T P + ΒP (A + B K ) T +

(A + B K ) T P (A + B K ) T +

(Β2 - r2) P ) T n < 0. (14)

这样,控制器 u = K x = - B T P x 镇定系统 (1) ,并且

闭环系统的极点位于圆D{ 内,圆D{ 的中心为 - Β+

j0,圆的半径为 r,且

T (s) = (C + D K ) (sI - A ) - 1G. (15)

因为 T (s) 左乘和右乘正交矩阵H ∞范数不变,所以

　　‖T T
n T (s) T n‖∞ =

　　‖diag [ (C 1 + D 1K d1) (sI - A d 1)G d 1,

　　⋯, (C 1 + D 1K dN ) (sI - A dN )G dN ]‖∞. (16)

因此式 (4) 和 (5) 成立. □

4　执行器故障情况下的控制器设计
　　定理 2　考虑系统 (1) ,对于正常数 Βa 和 ra (Βa

< ra) ,当 l (1≤ l≤N - 1) 个执行器发生故障时,

如果存在正定矩阵 P a
d i ( i = 1, 2,⋯,N ) , 使得如下

R iccat i不等式成立:

Βa (A d i) TP a
d i + ΒaP a

d i (A d i) T + (A d i) T P a
d i (A d i) T +

(Β2
a - r2

a) P a
d i < 0, i = 1,⋯, l; (17)

Βa (A d i + B 1K a
d i) T P a

d i + ΒaP a
d i (A d i + B 1K a

d i) T +

(A d i + B 1K a
d i) TP a

d i (A d i + B 1K a
d i) +

(Β2
a - r2

a) P a
d i < 0,

i = l + 1,⋯,N - 1. (18)

其中 K a
i = - B 1P a

d i. 则状态反馈控制律 u = K ax

= - B T P ax 镇定系统 (1) , 且闭环系统的极点位于

圆D{ a内,圆D{ a的中心为 - Βa + j0,半径为 ra ,闭环

传递函数的H ∞ 范数为

‖T a‖∞ = m ax{‖T a1‖∞,⋯,‖T al‖∞,

⋯,‖T aN‖∞}. (19)

其中

‖T ai (s)‖∞ = ‖C 1 (sI - A d i)G 1‖∞,

　　　　　　i = 1, 2,⋯, l; (20)

‖T aj (s)‖∞ =

‖ (C 1 + D 1K a
d j ) [sI - (A d j + B 1K a

d j ) ]- 1G d j‖∞,

　　　　　　j = l + 1,⋯,N . (21)

　　证明　考虑系统 (1) ,由于子系统是循环互联

的,不失一般性,假设前 l个子系统的执行器发生故

障,在这种情况下,控制器变为 u i = 0, i = 1, 2,⋯,

l. 得到的闭环系统矩阵为A a = A + B K a ,由引理 1

得

T - 1
n A aT n = diag [A d 1,⋯,A d l

l

,A d ( l+ 1) +

B 1K a
l+ 1,⋯,A dN + B 1K a

N ]. (22)

令

P a =

P a
1 P a

2 ⋯ P a
N

P a
N P a

1 ⋯ P a
N - 1

� � ω �
P a

2 P a
3 ⋯ P a

1

, (23)

P a
1

P a
2

�
P a

N

=
1

N
(R N á I n)

P a
d 1

P a
d 2

�
P a

dN

. (24)

其中 T n 由式 (11) 定义. 则

T T
n (Βa (A + B K a) T P a + ΒaP a (A + B K a) T +

(A + B K a) T P a (A + B K a) + (Β2
a - r2

a) P a) T n =

diag (ΒaA
T
d 1P a

d 1 + ΒaP a
d 1A

T
d 1 + A T

d 1P a
d 1A d 1 +

(Β2
a - r2

a) P a
d 1,⋯, ΒaA

T
d lP

a
d l + ΒaP a

d lA
T
d l +

A T
d lP

a
d lA d l + (Β2

a - r2
a) P a

d l,⋯,

Βa (A dN + B 1K a
dN ) T P a

dN + ΒaP a
dN (A dN +

B 1K a
dN ) T + (A dN + B 1K a

dN ) TP a
dN (A dN +

B 1K a
dN ) + (Β2

a - r2
a) P a

dN ) < 0. (25)

由式 (17) 和 (18) 知式 (10) 成立, 则 u = K ax =

- B T P ax 镇定系统 (1) , 闭环系统的极点位于圆D{ a

内,圆D{ a 的中心为 - Βa + j0,半径为 ra ,且

T (s) = (C + D K a) (sI - A a) - 1G. (26)
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因为 T (s) 左乘和右乘正交矩阵H ∞范数不变,所以

‖T T
n T (s) T n‖∞ =

‖diag [C 1 (sI - A d 1)G d 1,⋯, C 1 (sI - A d l)G d l (C 1 +

D 1K a
d ( l+ 1) ) (sI - (A d ( l+ 1) + B 1K a

d ( l+ 1) ) )G d ( l+ 1) ,

⋯, (C 1 + D 1K a
dN ) (sI - (A dN + B 1K a

N ) )G dN ]‖∞.

(27)

因此式 (19)～ (21) 成立. □

5　计算实例
　　考虑如下系统

xα= A x + B u + GΞ,

z = C x + D u.

其中

A 1 =
2. 381 6 1. 232 5

- 1. 624 3 1. 463 9
,

A 2 =
3. 612 5 2. 357 4

- 2. 725 3 0. 258 2
,

A 3 =
2. 597 2 1. 483 5

- 2. 382 2 1. 009 8
,

A 4 =
3. 553 8 1. 974 6

- 1. 294 3 1. 762 4
,

B 1 =
0. 581 2

- 0. 396 3
,

G 1 =
0. 471 2 0. 332 5

- 0. 057 6 0. 212 4
,

G 2 =
0. 327 6 0. 421 3

- 0. 191 2 0. 131 1
,

G 3 =
0. 324 1 0. 112 1

- 0. 001 3 0. 231 5
,

G 4 =
0. 002 1 0. 100 2

- 0. 000 9 0. 198 2
,

C 1 =
1. 548 9 1. 001 8

- 0. 542 7 0. 221 9
,

D 1 =
0. 693 2

- 0. 254 5
.

假设Α= 0. 6,选择Βa = 2. 9, ra = 2. 5, l = 3. 经过直

接计算,得

A d 1 =
3. 570 1 1. 594 8

- 1. 254 6 1. 111 1
,

A d 2 =
2. 462 3 1. 486 7

- 0. 263 9 1. 555 6
,

A d 3 =
3. 348 7 0. 754 3

- 1. 235 7 0. 978 4
,

A d 4 =
4. 594 5 0. 449 7

- 1. 094 6 0. 498 7
,

G d 1 =
0. 381 6 0. 232 5

- 0. 624 3 0. 054 9
,

G d 2 =
0. 038 4 0. 875 2

- 0. 004 5 0. 214 8
,

G d 3 =
0. 487 4 0. 865 0

- 0. 001 3 0. 274 5
,

G d 4 =
0. 381 6 0. 035 2

- 0. 623 7 0. 125 7
,

P a
1 =

0. 539 8 0. 459 7

- 1. 974 6 0. 445 2
,

P a
2 =

0. 488 7 0. 749 5

- 1. 590 8 0. 437 0
,

P a
3 =

0. 948 3 0. 598 4

- 1. 098 6 0. 752 4
,

P a
4 =

0. 475 8 0. 875 3

- 1. 985 6 0. 364 3
.

所以 K a = - B TP a , u = K ax , 这里 P a 由式 (23) 确

定. 由定理 2,当 l = 1, 2, 3时,‖T l‖∞ = 0. 069 <

Χ, 且式 (17) 和 (18) 成立, 即当执行器故障少于 3 个

时,系统仍能保持稳定,且闭环传递函数‖T‖∞ < Χ.

6　结　　论
　　容错控制是控制界研究的一个重要课题. 本文

研究了一类互联系统的容错H ∞ 控制问题, 提出了

具有相似性的容错控制器的设计方法. 对于对称循

环互联系统,由于它的特殊结构,计算量可以大大降

低. 闭环系统的H ∞范数可以简单地计算,控制器的

设计可以通过解一些低阶R icca ti不等式而得到.
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的一种相互关系, 从实际意义上说, (A →B ) 与 (A

∨B ) 和 ( A õB ) 的真值表一致更接近于实际情况.

6　结　　语
　　在模糊控制的模糊推理中,蕴涵算子采用经典

的逻辑关系“A →B ”的推广式是不恰当的; 采用模

糊 t2范数能够得到合理的结论. 一方面,模糊控制在

应用领域得到了成功的运用;另一方面,模糊理论仍

然受到攻击. 模糊理论中的模糊推理是蕴涵“A →

B ”的关系算子, 而实际应用中模糊推理是蕴涵 (A

∨B ) 或 ( A õB ) 的关系算子. 前者依据的经典逻辑

推理具有不完整性,其模糊推理存在缺陷,经不住推

敲;后者从各方面都较合理,并在实际应用中获得了

巨大成功.
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