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摘　要: 分析了使用R Z 算子时推理合成规则 (CR I)不具有还原性和不能正确进行模糊推理的原因,给出了正确应用

CR I的条件; 分析了全蕴涵 3 I算法的不足及其具有还原性的原因; 对各种蕴涵算子的模糊推理进行分析比较,得到

了正确的推理算法;对模糊推理在理论和实际应用中的矛盾作了具体说明.
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Abstract: T he reason w hy the compo sit ional ru le of inference (CR I) does no t po ssess the reducib ility and canno t

conduct the fuzzy reason ing co rrectly w hen using R Z operato r is analyzed, and the condit ions of using CR I righ tly

are po in ted ou t. T he deficiency of trip le2I a lgo rithm and the reason w hy it has the reducib ility are analyzed. A ll

k inds of fuzzy reason ing of imp licat ion operato rs are compared. T he co rrect inference algo rithm is p resen ted. A nd

the con tradict ion betw een the theo ry and the imp lem entat ion of fuzzy reason ing is exp lained.
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1　引　　言
　　模糊推理是模糊控制的理论基础,通常的模糊

控制是按推理合成规则 (CR I)进行模糊推理[1 ]. 模

糊控制方法用于工业过程控制及在新型家电产品开

发上取得了较大成功, 模糊推理也得到一定的发

展[2～ 8 ]. 然而,作为模糊控制的理论基础却存在一些

争议[9～ 12 ] , 重要的一点是 CR I方法不具有还原性.

文献 [ 12 ]指出CR I算法是一种逻辑上的单蕴涵算

法,提出了全蕴涵 3 I算法,并对CR I算法中的算子

进行改进. 随后,很多文献对全蕴涵 3I算法作了进

一步完善和推广[13, 14 ] ,但都没有用到实际控制中.

在模糊推理的理论研究中,最基本的模糊推理

规则为模糊取式 (FM P) ,其基本形式为:

已知A →B ;

给定 A 3 ;

求解 B 3 .

这里A 和A 3 是某论域X 的模糊集,而B 和B 3

则是论域 Y 上的模糊集.

2　蕴涵算子为R Z 的推理合成规则
　　Zadeh于1973年提出了著名的CR I方法,即:将

A →B 通过蕴涵算子R Z 转化为一个X × Y 的模糊

关系 R Z (A (x ) ,B (y ) ) , 然后将 A 3 与 R Z (A (x ) ,

B (y ) ) 进行复合,得

B 3 : B 3 (y ) = A 3 (x ) ü R Z (A (x ) ,B (y ) ) ,

y ∈ Y. (1)

这里蕴涵算子R Z: [ 0, 1 ]2→ [ 0, 1 ]是二元函数,定义

为

R Z (a , b) = (1 - a) ∨ (a ∧ b).

　　根据复合算法得

B 3 (y ) = sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧R z (A (x ) ,B (y ) ) ] =

sup
x∈X

{A 3 (x ) ∧ [ (1 - A (x ) ) ∨



(A (x ) ∧B (y ) ) ]}. (2)

　　对于CR I,一些人提出异议,最主要的依据是它

不具有还原性,即当A = A 3 时,B ≠B 3 .

下面对CR I进行分析. 当R Z (a , b) = (1 - a) ∨

(a ∧ b) 时,令A (x ) = 1 - A (x ) ,则

B 3 (y ) = {sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧A (x ) ]}∨

{sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] ∧B (y ) }. (3)

　　令

sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] = A (Β) ,

sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] = A (Χ) ,

则

B 3 (y ) = A (Β) ∧ [A (Χ) ∧B (y ) ]. (4)

　　当A 3 = A 时,若A (x ) 正规 (即存在 a∈X ,使

A (a) = 1) ,则

A (Β) = sup
x∈X

[A (x ) ∧A (x ) ],

A (Χ) = sup
x∈X

[A (x ) ∧A (x ) ] = sup
x∈X

A (x ) = 1,

B 3 (y ) = A (Β) ∨ [A (Χ) ∧B (y ) ] =

A (Β) ∨B (y ) =
B (y ) ,A (Β) ≤B (y ) ;

A (Β) ,A (Β) > B (y ).
(5)

　　对于一般的A (x ) ,有A (Β) ≤1ö2,并接近1ö2;

如果A (x ) 是正规的 [ 0, 1 ] 间的连续函数, 则A (Β)

= 1ö2. 所以对于B (y ) ∈ 1ö2, 1 , CR I具有还原

性;对于B (y ) ∈ 0, 1ö2 , CR I不具有还原性.

当A 3 接近于A 时,如果A (x ) 是正规的[ 0, 1 ]

间的连续函数,则A (Β) > 1ö2且接近于 1ö2,A (Χ)

< 1且接近于 1. 所以对于接近于 1处的B 3 (y ) ,有

B 3 (y ) = A (Χ) ∧B (y ) ,与实际相符. A (x ) 为一般

函数时,结论相同.

当A 3 远离A 时,如果A (x ) 是正规的[ 0, 1 ]间

的连续函数,则A (Β) 等于或接近于 1,A (Χ) 等于或

接近于 0, 则B 3 (y ) = A (Β) , 与实际不相符. A (x )

为一般函数时,结论相同.

从另一方面说, 如果从 X 1 ( sup
x∈X 1

[A 3 (x ) ∧

A (x ) ] ≤ sup
x∈X 1

[A 8 (x ) ∧ A (x ) ] ∧ B (y ) ) 中寻找

B 3 (y ) ,由于sup
x∈X 1

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] = sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧

A (x ) ], 则B 3 (y ) = A (Χ) ∧B (y ) ,且当A 3 = A ,A

正规时,B 3 = B .

蕴涵算子为R Z 的模糊推理是最早提出的,在理

论分析中也是最常用的.

3　全蕴涵 3 I算法分析
　　文献[ 12 ]针对CR I的缺陷,提出了全蕴涵3 I算

法. 对于模糊取式 FM P,该算法的基本思想是: 所求

的B 3 是F (Y ) 中使 (A (x ) →B (y ) ) → (A 3 (x ) →

B 3 (y ) ) 对一切 x ∈X 和 y ∈ Y 都取得最大值的最

小模糊集. 取蕴涵算子R 0: [ 0, 1 ]2 → [ 0, 1 ],有

R 0 =
1, a ≤ b;

aλ∨ b, a > b.
(6)

该文给出算法如下:

B 3 (y ) = sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧R 0 (A (x ) ,B (y ) ) ],

E y = {x ∈X û A 3 (x ) < R 0 (A (x ) ,B (y ) ) }.

并对该算法及其还原性作了证明.

下面对该算法进行分析. 当 a > b时,有

B 3 (y ) = sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧R 0 (A (x ) ,B (y ) ) ] =

⋯ = sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] ∨

[ sup
x∈E y

] (A 3 (x ) ) ∧B (y ) ]. (7)

当 E y 存在,A 3 (x ) 正规时,有

sup
x∈E y

[A 3 (x ) ] = sup
x∈X

[A 3 (x ) ] = 1, (8)

所以

B 3 (y ) = sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] ∨B (y ) =

B (y ) , sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] ≤B (y ) ;

sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧A (x ) ],

　　 sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] > B (y ).

(9)

　　当A 3 = A 时,对于

E y = {x ∈X û A 3 (x ) - R 0 (A (x ) ,B (y ) ) },

因为

A 3 (x ) < R 0 (A (x ) ,B (y ) ) ]

A (X ) < [A (x ) ∨B (y ) ]] A (X ) < B (y ) ]
[A 3 (x ) ∧A (x ) ] < B (y ) ,

所以

sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] < B (y ). (10)

则B 3 (y ) = B (y ) ,具有还原性. 但具有还原性并不

能说明其推理是合理的,因为依据此推理, 无论A 3

如何取值,B 3 或者是 B , 或者是 sup
x∈E y

[A 3 (x ) ∧

A (x ) ],而后者与B 没有联系,这显然与实际情况不

相符.

虽然人们从理论上用各种蕴涵算子对全蕴涵3 I

算法进行推广,但都不能得到合理的结论. 这些蕴涵

算子包括: L ukasiew icz 算子 (R L ) ,D ienes2R escher

算子 (R D R ) , Godel算子 (R G ) ,标准算子① (R S ) ,标准

算子② (R ∃).

4　蕴涵算子为 t- 范数的推理合成规则
　　在实际模糊控制中普遍采用的是M am dan i的

最小运算的L arsen 乘积运算.
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4. 1　M am dan i最小运算

对于蕴涵算子R C: [ 0, 1 ]2→ [ 0, 1 ]是二元函数,

定义为R C (a , b) = a ∧ b. 根据复合算法可得

B 3 (y ) = sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] ∧B (y ). (11)

　　令

sup
x∈X

[A 3 (x ) ∧A (x ) ] = A (Χ) ,

则

B 3 (y ) = A (Χ) ∧B (y ). (12)

当A 3 = A 时,若A (x ) 正规,则

A (Χ) = sup
x∈X

[A (x ) ∧A (x ) ] = sup
x∈X

A (x ) = 1,

B 3 (y ) = A (Χ) ∧B (y ) = B (y )

具有还原性. 随着A 3 与A 的偏离由小到大,A (Χ) : 1

→ 0,B 3 (y ) : B (y ) → 0,与实际相符.

4. 2　Larsen 乘积运算

对于蕴涵算子 R L a: [ 0, 1 ]2 → [ 0, 1 ] 是二元函

数,定义为R L a (a , b) = a õ b. 根据复合算法可得

B 3 (y ) = sup
x∈X

[A 3 (x ) õA (x ) ]B (y ). (13)

　　令

sup
x∈X

[A 3 (x ) õA (x ) ] = A (Χ) ,

则

B 3 (y ) = A (Χ) õB (y ). (14)

当A 3 = A 时,若A (x ) 正规,则

A (Χ) = sup
x∈X

[A (x ) õA (x ) ] = sup
x∈X

[A (x ) ]2 = 1,

B 3 (y ) = A (Χ) õB (y ) = B (y )

具有还原性. 随着A 3 与A 的偏离由小到大,A (Χ) : 1

→ 0,B 3 (y ) : B (y ) → 0,与实际相符.

可见对于蕴涵算子 R C 和 R L a ,推理合成规则都

有良好的还原性,且推理结论符合实际情况. 这两个

算子都是两个模糊集的 t2范数,对于所有的 t2范数,

是否满足这个推理规则?众所周知,Dom b i的 t2范数

　tΚ(a , b) =
1

1 + [ ( 1
a

- 1)
Κ

+ ( 1
b

- 1)
Κ

]
1öΚ

, (15)

当 Κ∈ (0,∞) 时,覆盖了 t2范数的整个空间.

4. 3　D om bi t- 范数运算

对于蕴涵算子R D : [ 0, 1 ]2→ [ 0, 1 ]是二元函数,

定义为

R D (a , b) =
1

1 + [ ( 1
a

- 1)
Κ

+ ( 1
b

- 1)
Κ

]
1öΚ

,

其中 Κ∈ (0,∞). 则

B 3 (y ) =

sup
x∈X

{R D [A 3 (x ) , R D (A (x ) ,B (y ) ) ]} = ⋯ =

(1 + { inf
x∈X [ ( 1

A 3 (x ) - 1)
Κ

+ ( 1
A (x ) - 1)

Κ

] +

( 1
B (y ) - 1)

Κ

}
1öΚ

. )
- 1

(16)

　　当A 3 = A 时,若A (x ) 正规,并有

inf
x∈X [ ( 1

A 3 (x ) - 1)
Κ

+ ( 1
A (x ) - 1)

Κ

] =

inf
x∈X [2 ( 1

A (x ) - 1)
Κ

] = 0. (17)

则

B 3 (y ) =
1

1 + [ ( 1
B (y ) - 1)

Κ

]
1öΚ

= B (y )

具有还原性. 随着 A 3 与 A 的偏离由小到大, 有

inf
x∈X [ ( 1

A 3 (x ) - 1)
Κ

+ ( 1
A (x ) - 1)

Κ

]: 0 → ∞, 则

B 3 (y ) : B (y ) → 0,与实际相符.

当蕴涵算子为R C和R L a时,其复合算法可看作

B 3 (y ) = sup
x∈X

{R [A 3 (x ) , R (A (x ) ,B (y ) ) ]}.

(18)

由此可见,对于任何的 t2范数,都可作为推理合成规

则CR I的蕴涵算子,其复合算法为

B 3 (y ) = sup
x∈X

{ t[A 3 (x ) , t (A (x ) ,B (y ) ) ]}.

(19)

　　随着A 3 与A 的偏离由小到大,B 3 (y ) : B (y ) →

0,并且随着Κ: 0→∞,B 3 (y ) :由B (y ) 到0的速度越

快,从某一方面说,必存在最优 Κ.

5　蕴涵算子的逻辑关系
　　 为什么反映“A → B ”传递关系的蕴涵算子

(R Z , R 0, R L , R D R , R G , R S , R ∃) , 在实际推理中不能得

到合理的结论?这些算子都是由经典的假言推理中

推广而来的,它依据的是“如果A ,那么B ”的经典逻

辑推理关系, 就是真值表 (表 1) 中所有可能的状态

与“A →B ”相同.

表 1　A ,B ,A →B 及蕴涵关系真值表

A B A ∨B A õB A →B R Z R 0 R L R D R R G R S R ∃ R C R L a R D

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

　　在表 1中,当A = 0且B = 1,或A = 0且B =

0时,A →B = 1,表示如果A 为假,无论B 是真或是

假,则推理“如果A ,那么B ”都是真. 在实际中,这种

推理显然不能在所有情况下都成立, 它是经典逻辑

推理中以“善意的推断”为前提,在理论上所作的规

定,并以此为理论依据进行实际推理,当然不可能推

出正确的结论.

蕴涵算子 (R C , R L a , R D ) 与 (A ∨B ) 和 ( A õ B )

的真值表一致,“如果A ,那么B ”仅仅反映了A 与B
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的一种相互关系, 从实际意义上说, (A →B ) 与 (A

∨B ) 和 ( A õB ) 的真值表一致更接近于实际情况.

6　结　　语
　　在模糊控制的模糊推理中,蕴涵算子采用经典

的逻辑关系“A →B ”的推广式是不恰当的; 采用模

糊 t2范数能够得到合理的结论. 一方面,模糊控制在

应用领域得到了成功的运用;另一方面,模糊理论仍

然受到攻击. 模糊理论中的模糊推理是蕴涵“A →

B ”的关系算子, 而实际应用中模糊推理是蕴涵 (A

∨B ) 或 ( A õB ) 的关系算子. 前者依据的经典逻辑

推理具有不完整性,其模糊推理存在缺陷,经不住推

敲;后者从各方面都较合理,并在实际应用中获得了

巨大成功.
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