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重复学习控制及其在一类非线性系统中的应用
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(哈尔滨工业大学 控制科学与工程系, 哈尔滨 150001)

摘　要: 为跟踪或抑制仅周期已知的未知周期参考或扰动信号,提出一种新的重复学习控制方法. 利用系统的稳态

误差并通过迭代学习构造前馈补偿,实现了误差的渐近收敛. 将所提出方法应用于一类常见的扰动信号和系统输出

具有未知非线性关系的非线性系统,假设其满足连续里普希斯条件. 利用重复学习控制器,系统的稳态误差可以减小

到极低的程度. 该方法控制精度高,实现简单,与传统的基于时延内模的重复控制方法相比,具有对非重复性干扰不

敏感的优点. 仿真结果验证了该方法的有效性.
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Abstract: A novel repetit ive learn ing con tro l m ethod is p ropo sed fo r the track ing o r reject ion of unknow n periodic

reference o r distu rbance w ith a know n period. A feed2fo rw ard compensation is constructed by itera t ive learn ing w ith

on ly the steady2sta te erro r to p roduce asymp to tic erro r convergence. T he p ropo sed m ethod is app lied to a class of

non linear system s frequen tly m et in p ractice, w here the distu rbances have unknow n nonlinear dependency on the

ou tpu t w ith on ly con tinuous L ip sch itz condit ion impo sed. W ith the repetit ive learn ing con tro ller, the steady sta te er2
ro r of the system can be reduced to a very low degree. Compared w ith the conven tional repetit ive con tro l m ethod,

the p ropo sed m ethod has the m erits of h igh accuracy, easy imp lem entat ion and being insensit ive to non2repetit ive

distu rbances. Sim ulation resu lts confirm its effectiveness.
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1　引　　言
　　周期参考或扰动信号的跟踪或抑制问题有着重

要的意义. 在具有周期性外激励信号的系统中,提高

系统性能的有效方法之一是使控制器学习以往的控

制经验,以获得有效的控制作用. 一般说,系统的学

习越有效,系统的性能就越好. 目前已出现了多种利

用控制任务重复性本质的学习控制器. 在迭代学习

控制中[1, 2 ] ,控制器在运行时引入了修正作用. 在重

复控制方法中[3, 4 ] , 控制器包含一个时延正反馈环

节,可实现对任意周期信号的渐近跟踪.

　　尽管重复控制实现简单,控制精度高,但其缺点

也十分明显:学习机制过于简单,难以处理信号环境

复杂的情况;由于缺乏对信号的判别和分类能力,重

复控制作用可能放大非重复性扰动,造成系统性能

严重下降. 可在重复控制系统中引入一些自适应方

法,以抑制非线性的影响[5, 6 ] ,但这时控制器远比采

用标准重复控制律的控制器复杂.

　　本文基于学习的概念,提出一种新型的重复学



习控制方法 (RL C). 利用系统的稳态误差信号构造

前馈补偿,随着重复学习控制器迭代更新其控制输

出,稳态误差将收敛到 0. 利用十分成熟的信号处理

技术,可有效地提取出非重复性扰动作用下的稳态

误差. 该方法在复杂信号环境下控制精度较高,本质

上是一种前馈控制,在工程实践中易于实现.

　　将所提出的重复学习控制方法应用于经常遇到

的非线性系统. 在这类系统中,扰动信号和系统输出

具有未知非线性关系,假设其满足连续里普希斯条

件. 推导出了所提出的重复学习控制方法的应用条

件,这些条件对于其他基于系统周期不变特性的学

习控制方法 (例如文献[ 7 ])是必要的. 理论分析和仿

真结果表明,采用该方法系统误差可以降到极低的

程度.

2　符号与定义
　　R öR + öZ 分别表示实数ö非负实数ö整数集;

　　ûx û (x ∈R ) 表示 x 的绝对值;

　　C [a , b ]: R →R (a , b∈R ) 为[a, b ]上连续函数;

　　L 2为所有定义在R + 上平方可积的实函数所形

成的线性空间;

　　函数 g : R + →R 的范数取其 2范数,即

‖g ( t)‖ = (∫
∞

0
ûg (Σ) û 2dΣ)

1ö2
,

g ( t) ∈L 2,∫
∞

0
ûg (Σ) û 2dΣ< ∞;

　　L T 为满足以下条件的可测函数 f : R + →R 的集

合:

　　1) f ( t + T ) = f ( t) ;

　　2) û f ( t) û T = [
1
T∫

T

0
û f ( t) û 2d t ]

1ö2
< ∞;

　　û ü ûT 称为L T 范数,即均方根范数;

　　若 f ( t) ∈L T ,则称 f ( t) 为T 周期函数,其傅立

叶展开为

f ( t) = ∑
+ ∞

n= - ∞
f
δ

ne jΞn t, Ξn = 2nΠöT ;

　　n 阶傅立叶系数为

f
δ

n =
1
T∫

T

0
f ( t) e jΞn td t;

　　L T 范数为

û f ( t) û T = ∑
+ ∞

n= - ∞
û f

δ
nû 2;

　　若函数 f ( t) 的稳态函数 f ss ( t) ∈L T ,则记 f ( t)

∈L A T ;

　　截断算子 P L 为

P L g ( t) =
g ( t) , t≤L ;

0, t > L ;

　　稳定传函G (s) 的无穷范数为

‖G (s)‖∞ = sup ΞûG ( jΞ) û , Ξ∈R + .

3　重复学习控制
　　基于学习的概念,针对具有重复性质的控制任

务,重复学习控制系统的一般结构如图 1所示. 重复

学习控制器包括记忆环节 CM 和学习算子 T L 两部

分, 学习算子 T L 的功能是对记忆环节CM 中的控制

经验进行学习,即提取其中的有效成分,并以此生成

补偿控制信号以提高控制精度. 一般说, T L 算法越

复杂,其学习功能越强, 系统的性能就越好. 因此需

要在系统性能与算法复杂性之间寻求合理的折衷.

图 1　重复学习控制系统

　　当外激励信号为周期信号时,系统响应可分为

两部分: 随时间增长而衰减到 0 的暂态响应和外激

励信号产生的周期稳态响应. 由此提出以下基于稳

态误差的重复学习算法.

　　考虑图 2 所示的伺服系统, 其中 r ( t) , e ( t) ,

d ( t) , y ( t) 分别为参考输入、误差、扰动和输出信号,

P (s) 为广义被控对象. 控制任务是寻求前馈控制输

入 u ( t) ,使得系统的稳态误差收敛到 0.

图 2　周期跟踪伺服系统

　　构造迭代序列{uk ( t) } (k = 0, 1,⋯) 如下:

u 0 ( t) = 0,

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + k l ü ess
k ( t).

(1)

其中: ess
k ( t) 为系统对参考信号 r ( t) 和控制输入

u k ( t) 的稳态误差响应, k l: L A T →L T为学习算子,“ü”

表示映射的作用关系,例如 k l ü ess
k ( t) 表示 ess

k ( t) 被算

子 k l 所映射.

　　注 1　在式 (1) 中, k l 为时域函数之间的映射.

为方便起见, 在以下两种情况下不进行符号上的区

别:

　　1) 当 k l 所映射的信号在频域内表示时, 例如

ess
k ( t) 表示为其拉氏变换 E ss

k (s) ,仍记为 k l ü E ss
k (s) ;

　　2) 对于传递函数 (例如 H (s) ) , 定义一种映射

关系,将H (s) 与 k l的复合映射记为 k l ü H (s) ,并以
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k l ü H ( jΞ) 表示其频率特性.

　　下述定理给出了稳态误差的收敛条件:

　　定理 1　在图 2的伺服系统中,设 r ( t) , d ( t) ∈

L T , 闭环传递函数 H (s) =
P (s)

1 + P (s) 稳定, 且

H ( jΞn) ≠ 0, Ξn = 2nΠöT , Π n ∈ Z , u k ( t) (k = 0, 1,

⋯). 由式 (1) 定义. 记 ess
k ( t) 为 u ( t) = u k ( t) 时系统

的稳态误差,如果

　Γ(Ξn) = û1 - k l ü H ( jΞn) û < 1, Π n ∈ Z , (2)

则有lim
k→∞

ûess
k ( t) û T = 0.

　　证明　如果 r ( t) ∈L T ,易知 ess
k ( t) ∈L T ,设其

傅立叶级数

ess
k ( t) = ∑

+ ∞

n= - ∞
cδss

kne jΞn t, (3)

其中 c
δss

kn是 ess
k ( t) 的 n阶傅立叶系数. ess

k ( t) 的L T 范数

为

ûess
k ( t) û T = û∑

+ ∞

n= - ∞
c
δss

knû
2
. (4)

由迭代可得

ess
k+ 1 ( t) = ∑

+ ∞

n= - ∞
[ 1 - k l ü H ( jΞn) ]c

δss
kne jΞn t,

即

c
δss

k+ 1, n = [ 1 - k l ü H ( jΞn) ]c
δss

kn.

由上式递推有

cδss
k+ 1, n = [ 1 - k l ü H ( jΞn) ]k+ 1cδss

0n ,

ûess
k+ 1 ( t) û 2

T = ∑
+ ∞

n= - ∞
û [ 1 - k l ü H ( jΞn) ]k+ 1c

δss
0nû 2.

若不等式 (2) 成立,则定理得证. □

　　称 Γ(Ξn) 为谐波频率 Ξn 处的收敛比. Γ(Ξn) 越

小,稳态误差中频率为 Ξn 的成分随 u k ( t) 迭代收敛

到 0的速度越快.

　　讨论 1　实际控制系统经常存在各种干扰信号

和噪声,信号的频率成分可能比较复杂,所以收敛条

件 (2) 可以进一步加强为

Γ= û1 - k l ü H ( jΞ) û < 1, Ξ∈ [ 0,∞). (5)

　　讨论 2　由式 (5) 可知,若 k l üH ( jΞ) = 1,则在

频率 Ξ处,系统误差经一次迭代收敛到 0. 由此可得

到学习算子 k l 的设计原则,即应在尽量宽的频带内

使得k l üH ( jΞ)≈ 1,以保证系统收敛. k l可由H ( jΞ)

的逆特性H - 1 ( jΞ) 并对稳态误差信号进行傅立叶变

换来实现. 设 ess
kM ( t) 为 ess

k ( t) 的前M 次谐波,即

ess
kM ( t) = A k0 + ∑

M

i= 1

A k i sin (Ξk i t + Ωk i) ,

并令

B 0 = lim
s→0

H - 1 (s) ,B i = ûH - 1 ( jΞi) û ,

Υi = ∠H - 1 ( jΞi) , i = 1, 2,⋯,M .

则重复学习控制律的实现为

u k+ 1 ( t) = uk ( t) + A k0B 0 +

∑
M

i= 1

A k iB i sin (Ξk i t + Ωk i + Υi). (6)

由此定义的学习算子 k l 是 H ( jΞ) 的近似逆. 易知

Γ(Ξn) = 0, n = 1, 2,⋯,M ,阶次M 可根据系统所要

求的精度来选择.

4　在一类非线性系统中的应用
4. 1　问题描述

图 3　非线性输出反馈伺服系统

　　将所提出的方法应用于图 3所示的一类带有非

线性输出反馈的伺服系统. 其中 C (s) 为镇定控制

器, P (s) 为被控对象, R (s) , E (s) ,D (s) , Y (s) 分别

为参考输入信号、误差、扰动和输出信号 r ( t) , e ( t) ,

d ( t) , y ( t) 的拉氏变换, r ( t) ∈L T ,U k (s) 是重复学

习控制器输出. 连续函数 F : R →R 描述了扰动 d ( t)

和输出 y ( t) 之间的未知非线性关系, 即 d ( t) =

F (y ( t) ).

　　图 3的非线性反馈结构适用于许多实际系统.

例如 F (õ) 可以描述由于不对称机械机构和重力作

用引入的负载变化,或者伺服电机本身的齿槽效应.

不失一般性, 设 F (õ) 满足连续里普希斯条件, 即

ϖ Λ > 0, Π y 1, y 2 ∈R ,有

ûF (y 1) - F (y 2) û < Λûy 1 - y 2û. (7)

　　设F (õ) ≡0,则图3系统退化为线性系统,称其

为原始系统的线性子系统.

4. 2　稳 定 性

　　定理 2　假设图 3的非线性系统满足:

　　1) 线性子系统渐近稳定;

　　2) C (s) 和 P (s) 不含虚轴上零点;

　　3) F (õ) 满足不等式 (7) ,且 F (0) = 0.

如果

Λ‖G y d (s)‖∞ < 1, (8)

其中

C y d (s) =
P (s)

1 + C (s) P (s) ,

则图 3的非线性系统L 2 稳定.

　　证明　容易求得系统输出的拉氏变换为

Y (s) = (R (s) + U k (s) ) P (s)C (s)
1 + P (s)C (s) +
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　　　　　　D (s) P (s)
1 + P (s)C (s).

由此可得图 3的等效变换如图 4所示.

图 4　图 3的等价系统

　　考虑到假设 1) 和 2) ,从R (s) + U k (s) 到 Y s (s)

的传递函数稳定, 因此只需证明图 4 中的正反馈回

路稳定. 根据假设 3) ,对于 Π y ( t) ∈L 2,有

‖F (y ( t) )‖ < Λ‖y ( t)‖. (9)

由小增益定理知,若不等式 (8) 成立,则图 4中回路

L 2 稳定,从而非线性系统L 2 稳定. □

4. 3　周期性稳态误差的存在性

　　对于图 3所示系统,下述定理给出了周期性稳

态误差的存在性:

　　定理 3　设G er: C [ 0,∞) →C [ 0,∞) , G ed: C [ 0,

∞) →C [ 0,∞) 分别是由

G er (s) =
1

1 + C (s) P (s) , G ed (s) =
P (s)

1 + C (s) P (s)

定义的线性映射. 若 uk ( t) ∈L T ,则 ess
k ( t) ∈L T.

　　证明　当 k = 0时,前馈输入u 0 ( t) = 0,图3所

示非线性系统的误差满足

e0 ( t) = G er ü r ( t) - G ed ü d ( t) =

G er ü r ( t) - G ed ü F (r ( t) - e0 ( t) ).

上式定义了一个映射

5 : C [ 0,∞) →C [ 0,∞) , e0 ( t) = 5 ü e0 ( t).

对于 Π x , y ∈C [ 0,∞) ∩L 2,有

‖5 ü y - 5 ü x‖ =

‖G ed ü F (r - x ) - G ed ü F (r - y )‖ <

Λ‖G ed (s)‖∞‖x - y‖.

如果

Λ‖G ed (s)‖∞ < 1, (10)

则 5 是压缩映射, 根据不动点原理, PL e0 ( t) 可唯一

确定且可通过迭代求解. 考虑到L 的任意性,可通过

如下迭代序列{e0, k′( t) }得到 e0 ( t) :

e0, 0 ( t) = eυ( t) , e0, k′+ 1 ( t) = 5 ü k 0, k′( t). (11)

其中迭代初值 eυ( t) = G er ü r ( t) 为图 3系统线性子系

统的误差响应, e0 ( t) = lim
k′→∞

e0, k′( t) , 则有 ess
0 ( t) =

lim
t→∞

e0 ( t). 考虑到eυ( t) ∈L T ,由线性系统的性质易知

e0, 1 ( t) ∈L T , e0, k′( t) ∈L T , 则 ess
0 ( t) ∈L T. 类似地,

ess
k′( t) 的 T 周期特性可证. □

　　讨论3　定理3表明,图3系统的稳态误差是与

参考信号同周期的周期函数. 这一性质使得基于系

统周期不变性的学习控制方法得以应用.

4. 4　稳态误差的收敛性

　　首先引入稳态映射的概念. 考虑稳定的线性系

统,如图 3所示系统的线性子系统,若外激励信号为

周期信号,则系统响应渐近收敛于同周期的信号. 周

期输入与稳态周期输出之间的关系是线性且唯一,

因此可定义一个输入与稳态输出的映射关系. 例如,

若输入和稳态输出信号均属于L T ,且其傅立叶展开

可表示为

In,O u t = ∑
+ ∞

n= - ∞
c
δss

in, one jΞn t, (12)

其中 cδss
in和 cδss

on为输入和输出的 n阶傅立叶系数. 则由

稳定传递函数G (s) 定义的稳态映射可表示为

G ss: L T →L T : O u t = ∑
+ ∞

n= - ∞
c
δss

inG ( jΞn) e jΞn t.

易知 û ü û T 意义下G ss 的诱导范数为

‖G ss‖ = sup
n

ûG ( jΞn) û , n ∈ Z. (13)

显然有‖G ss‖≤‖G (s)‖∞.

　　基于稳态映射的概念,图 3系统的稳态误差随

u k ( t) 迭代的收敛性可由下述定理给出:

　　定理 4　对于图 3所示非线性系统,按如下形

式构造重复学习控制律:

u 0 ( t) = 0,

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + G - 1
c ü ess

k ( t).
(14)

其中学习算子G - 1
c 是由G c (s) =

C (s) P (s)
1 + C (s) P (s) 定义

的稳态映射G c 的逆. 如果

Λ‖G ed (s)‖∞ < 1ö2, (15)

则lim
k→∞

ûess
k ( t) û T = 0.

　　证明　设H 1和H 2分别是由
1

1 + C (s) P (s) 和

P (s)
1 + C (s) P (s) 定义的稳态映射. 令 eυss ( t) = H 1 ü

r ( t) ,即 eυss ( t) 是图3系统的线性子系统的稳态误差.

由 u 0 ( t) = 0可知非线性系统的稳态误差满足

ess
0 ( t) = H 1 ü r ( t) - H 2 ü F (r ( t) - ess

0 ( t) ) =

eυss ( t) - H 2 ü F (r ( t) - ess
0 ( t) ).

由迭代得 u 1 ( t) = G - 1
c ü ess

0 ( t) 作用于系统时,系统稳

态误差为

ess
1 ( t) =

H 1 ü r ( t) - H 2 ü F (r ( t) -

ess
1 ( t) ) - G c ü u 1 ( t) =

eυss ( t) - ess
0 ( t) - H 2 ü F (r ( t) - ess

1 ( t) ).

以此类推, u k ( t) = u k - 1 ( t) + G - 1
c ü ess

k- 1 ( t) ,则

　ess
k ( t) =
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　H 1 ü r ( t) - H 2 ü F (r ( t) -

　ess
k ( t) ) - G c ü u k ( t) =

　eυss ( t) - ∑
k- 1

i= 0
ess

i ( t) - H 2 ü F (r ( t) - ess
k ( t) ) ,

(16)

　ess
k+ 1 ( t) = eυss ( t) - ∑

k

i= 0

ess
i ( t) -

　　　　　H 2 ü F (r ( t) - ess
k+ 1 ( t) ). (17)

观察式 (16) 和 (17) ,有

ûess
k+ 1 ( t) û T ≤

Λ‖G ed (s)‖∞ (ûess
k ( t) û T + ûess

k+ 1 ( t) û T ). (18)

考虑到不等式 (10) ,得

　ûess
k+ 1 ( t) û T ≤

Λ‖G ed (s)‖∞
1 - Λ‖G ed (s)‖∞

ûess
k ( t) û T. (19)

若不等式 (15) 成立,则lim
k→∞

ûess
k ( t) û T = 0. □

　　讨论 4　在定理 4中, G c和G - 1
c 可由式 (6) 截取

有限项近似获得,具体阶次可由所需精度而定.

5　仿真结果

图 5　单自由度机械手

　　为验证本文所提出方法的有效性,考虑图 5所

示单自由度机械手的轨迹跟踪控制. 由于重力和负

载结构的不对称性, 伺服电机轴向上的扰动力矩通

常是影响系统跟踪性能的因素. 本文仿真中将扰动

信号取为

d ( t) = [ 15sin (y ( t) ) ]N õm ,

伺服电机和负载的名义传函为

P (s) =
1ö0. 4

0. 25s + 1
,

镇定控制器为

(a)　引入RL C 前后　　　　 (b)　一次迭代后

　　　　跟踪误差　　　　　　　　　跟踪误差

图 6　重复学习控制系统的跟踪误差

C (s) = 80
0. 08s + 1
0. 01s + 1

,

周期参考轨迹为

r ( t) = 2sin Ξt ( rad) , Ξ = 2Π( radös).

重复学习算子按式 (6) 截取 6阶得到.

　　仿真结果如图 6所示. 第 2个周期后加入重复

学习控制作用, 可以观察到, 只需经过一次迭代, 系

统的稳态误差就减小到原始值的 0. 6◊ 左右, 系统

跟踪精度大为提高,暂态响应特性也很平稳.

6　结　　论
　　本文提出一种新型的重复学习控制方法,并将

其应用于一类非线性系统. 理论分析和仿真结果表

明,在线性和非线性情况下,该方法均能获得高控制

精度. 由于可在控制器中自然地引入信号的识别和

处理机制,使得系统在非重复性扰动作用下仍具有

优良的性能. 利用现代工业中广泛应用的基于微处

理器的硬件结构,重复学习控制方法易于实现,并具

有较高的实用价值.
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