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一类不确定线性时滞系统的保性能研究

纪志成, 朱嵘嘉, 沈艳霞
(江南大学 控制科学与工程研究中心, 江苏 无锡 214122)

摘　要: 利用L yapunov稳定性理论,研究具有状态时滞的线性不确定系统的保性能控制问题. 考虑传感器传输时滞

和采样周期的影响,在不确定性难以满足一般保性能控制的范数有界的条件下,通过系统性能指标局部优化的方法,

由局部保性能指标上界确定系统整体保性能指标的上界. 在时滞有界和采样周期内状态参数阵不变的条件下,通过

求解R iccati微分方程得到局部优化控制律. 数值仿真表明了该方法的有效性和可行性.
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Abstract: T he p rob lem of guaran teed co st con tro l fo r uncerta in sta te t im e2delay system s is studied based on L ya2
punov stab ility theo ry. Since the delay of senso r and the periods of samp ling often m ake the uncerta in sta te m atrix

no t sat isfy the m atrix2decompo sing condit ion, the part ly guaran teed co st target is p resen ted by app lying the sta te

space and decompo sing m ethods, so the w ho le perfo rm ance target is ob tained. W ith the bounded delay condit ion and

the invariance of param eter m atrix in samp ling periods, a design app roach of a sta te feedback con tro ller fo r op tim iz2
ing the part perfo rm ance is p ropo sed by so lving R iccati differen tia l equation. F inally, the sim ulation examp le show s

the validity and the app licab ility of the p ropo sed app roach.
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1　引　　言
　　在实际系统中, 由于模型误差、测量误差和线

性近似误差等, 时常产生一些不确定性问题. 时滞

的存在会引起一系列不确定的因素,往往导致系统

性能下降甚至使系统不稳定. 近年来, 不确定时滞

系统的研究已成为控制领域的热点之一,并取得了

许多研究成果[1～ 3 ]. 大量的文献对其主要的控制策

略——保性能控制问题进行研究,但多数文献都是

在不确定性具有范数有界[4 ]的条件下进行讨论,而

对于不满足此条件的系统的研究文献则较少.

　　本文在不确定性难以满足范数有界的条件下,

考虑传感器传输的时滞和采样周期,提出在远程控

制器端由已知时滞推导性能指标. 即在时滞有界时

确定系统状态向量空间,从而得到无记忆状态反馈

控制律下的系统局部保性能指标上界,并由R iccat i

微分方程求解系统在采样周期内状态参数阵不变

条件下的局部优化控制律.

2　系统描述
　　考虑不确定线性时滞系统
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xα( t) = (A 1 + ∃A 1) x ( t) + (A 2 +

　　　∃A 2) x ( t - d ( t) ) + B u ( t) ,

x ( tk ) = Υ( tk ) , tk < t≤ tk+ 1,

y ( t) = C ( t) x ( t).

(1)

其中: x ( t) 为系统 n 维状态变量; y ( t) ∈R m 为系统

被控输出; Υ( tk ) 为传感器在 t = tk 时刻采样得到的

x ( t) 值,即第 k 周期的状态初始函数向量; d ( t) > 0

为已知时变的滞后时间,且有 dα( t) = Β < 1; A i,B ,

C 为适维矩阵,且 (A i,B ) 可控; ∃A i 为不确定矩阵,

表示模型中参数的不确定性.

　　定义Aϖ1 = A 1 + ∃A 1,Aϖ2 = A 2 + ∃A 2. 只考虑

系统中传感器到控制器的时滞,忽略执行器到对象

的时滞. 取 n 维控制输入量

u ( t) = - K x ( t) , (2)

由此系统状态量可表示为

　xα( t) = (Aϖ1 - B K ) x ( t) + Aϖ2x ( t - d ( t) ). (3)

定义系统性能指标函数

　J ( t) =∫
∞

0
[x T ( t)Q 1x ( t) + uT ( t)Q 2u ( t) ]d t, (4)

其中Q 1 和Q 2 为给定的正定矩阵.

　　考虑传输时滞和采样周期,在第 k + 1采样周

期内远程控制器的状态函数为

x ( t) = # ( t) Υ( tk ) +∫
t

k
# ( t)Aϖ2x (s) ds,

tk < t < tk+ 1, k = 1, 2,⋯. (5)

其中: # ( t) 为对应于Aϖ1 - B K 的非负状态转移矩

阵, Υ( tk ) 为传感器在 tk 时刻采样得到的 x ( t) 值,

∫
t

k
# ( t)Aϖ2x (s) ds为由已知时滞推得的状态分量.

　　定义 1　当系统的最大时滞 d ( t) 大于网络传

输周期 T 时,系统采样值取上一步的传输值

Υ( tk+ 1) = Υ( tk ). (6)

　　定理 1　不确定时滞系统 (1) 在控制量 u ( t) 作

用下,如果存在适当维数的正定对称矩阵P 和Q ,使

得对于所有不确定性 ∃A i,满足

Q + P (Aϖ1 - B K ) +

(Aϖ1 - B K ) TP
PAϖ2

AϖT
2 P - (1 - Β)Q

< 0,

则系统渐近稳定.

　　证明　在无外界干扰的情况下, 构造系统的
L yapunov函数

　V (x ) = x T ( t) P x ( t) +∫
t

t- d ( t)
x T (s)Q x (s) ds, (7)

其中 P 和Q 为正定对称阵. 由 dα( t) = Β,对V (x ) 求
导得

Vα(x ) =

x T ( t) PAϖ1x ( t) + x T ( t)AϖT
1 P x ( t) -

2x T ( t) PB K x ( t) + 2x T PAϖ2x ( t -

d ( t) ) + x ( t) TQ x ( t) - (1 -

Β) x T ( t - d ( t) )Q x ( t - d ( t) ).

令 z ( t) = [x ( t)　x ( t - d ( t) ) ]T ,取 x ( t0) = x 0,则

得

Vα(x ) ≤

z T ( t)

Q + P (Aϖ1 - B K ) +

(Aϖ1 - B K ) TP T PAϖ2

AϖT
2 P T - (1 - Β)Q

z ( t) < 0.

(8)

由L yapunov稳定性理论,可知系统 (1) 是渐近稳定
的. □
　　定义2[5 ]　对于不确定系统 (1) ,若存在控制律
(2) 和一个正数 J 3 , 使得对系统中所有的不确定
性,闭环系统都稳定且指标函数 (4) 满足J ≤J 3 ,则
称 J 3 为系统 (1) 的一个可保性能,控制律 (2) 为系
统 (1) 的一个保性能控制律.

　　引理 1　取Κ( t) 和 k ( t) 为非负,如果 y ( t) 满足

y ( t) ≤ Κ( t) +∫
t

0
k (s) y (s) ds,则有

y ( t) ≤ Κ( t0) eA ( t) +∫
t

0
Κα(s) eB (s) ds.

其中

A ( t) =∫
t

0
k (s) ds,B (s) =∫

t

s
k (Σ) dΣ,

Π t≥ t0 ≥ 0, k = 1, 2,⋯.

3　主要结果
　　定理 2　考虑不确定时滞线性系统 (1) , 如果
时滞 d ( t) 范数有界, 且状态转移阵 # ( t) 和周期传
输初始采样值 Υ( t0) 已知, 则在此周期内状态量
x ( t) 有界.

　　证明　由式 (5) 得
‖x ( t)‖≤‖# ( t) Υ( tk )‖ +

∫
t

k
‖# ( t)Aϖ2‖‖x (s)‖ds. (9)

由引理 1得
‖x ( t)‖≤
‖# ( tk ) Υ( tk )‖exp [‖#α( tk )Aϖ2‖ ( t - tk ) ] +

‖#α( t)‖‖Υ( tk )‖‖# ( tk )Aϖ2‖- 1 ×
exp [‖# ( tk )Aϖ2‖ ( t - tk ) ].

取‖kλ‖ = ‖# ( tk )Aϖ2‖,有
‖x ( t)‖≤
‖Υ( tk )‖ (‖# ( tk )‖ +

‖#α( t)‖‖kλ‖- 1) exp (‖kλ‖ ( t - tk ) ).

因为 x ( tk ) = Υ( tk ) ,所以
‖x ( t)‖ = ‖x T ( t)‖≤
(‖# ( tk )‖ + ‖#α( t)‖‖kλ‖- 1) ×
[exp (‖kλ‖ ( t - tk ) ) ]‖x ( tk )‖. (10)

定理得证. □
　　取F = (‖ ( tk ) ‖+ ‖#α( t ) ‖‖ kλ‖- 1 ) ×

exp (‖kλ‖ ( t - tk ) ) ,则由式 (10) 确定 x ( t) 的分布
空间为
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M = {x ( t) û‖x ( t)‖≤ F‖x ( tk )‖}. (11)

由于时滞的影响,系统状态量 x ( t) 的范数在控制量
的作用下, 受前一时刻系统测量值 Υ( tk ) 范数的约
束.

　　定义 3　对于不确定时滞系统 (1) , 若存在适
当维数的正定对称矩阵P ,使得对所有不确定性,有

2Q 1 + P (Aϖ1 - B K ) +

(Aϖ1 - B K ) T P + KQ 2K
PAϖ2

AϖT
2 P - (1 - Β)Q 1

< 0,

则式 (2) 为保性能鲁棒控制器.

　　若系统满足定义 2,则有

Vα(x ) + x T ( t) (Q 1 + K TQ 2K ) x ( t) ≤

z T ( t)

2Q 1 + P (Aϖ1 - B K ) +

(Aϖ1 - B K ) TP T + K TQ 2K
PAϖ2

AϖT
2 P T - (1 - Β)Q 1

×

z ( t) < 0.

即Vα(x ) < 0.

　　考虑采样周期 T , 应用贝尔曼动态规划原理,

系统每个采样周期初始状态量 x k 与上个周期的状

态 x k- 1 有关,全局保性能指标可转化为

J ( t) = lim
n→∞∑

n

k= 1

J k ( t) =

lim
n→∞∑

n

k= 1∫
t

k
[x T (s) [Q 1 + K TQ 2K ]x (s) ]ds,

tk < t < tk+ 1. (12)

根据定理 2,当 t∈ [ tk　tk+ 1 ] 时,局部性能指标

J k ( t) ≤∫
t

k
Vα(x ) d t = V (x ( tk) ) - V (x ( t) ) ≤

P‖x ( tk )‖ (1 - (‖# ( tk )‖ +

‖#α( t)‖‖kλ‖- 1) 2e2‖kλ‖T ≡ J K. (13)

　　在变时滞不确定系统的采样周期内,系统在无

记忆控制律 u ( t) 作用下,仍然稳定且满足保能性要

求,其中 J K 为系统局部性能指标的上界.

　　在有限采样周期内 (设末时刻采样为 n) ,由式

(12) 和 (13) 可推得系统全局保性能指标上界

Jδ = ∑
n

K = 1
J k. (14)

系统状态量 x ( t) 的确定应用了引理 1,因而性能指

标 J
δ具有较大的保守性.

　　本文对于一类不确定系统进行控制器设计. 首

先给出如下假设:

　　1) 在一个传输周期内,系统不确定参数阵 ∃A 1

和 ∃A 2 已知,且为时不变;

　　2) 忽略控制器到对象的传输时滞.

　　定理 3　对于不确定时滞系统 (1) , 给定矩阵

Q 1和Q 2, 在满足上述假设前提下, 如果存在 n × n

正半定对称矩阵 S ( t) ,满足R iccat i方程

Sα( t) + S ( t)Aϖ1 ( t) + AϖT
1 ( t)S ( t) +

(1 - Β) (S ( t)Aϖ2 ( t) + AϖT
2 ( t)S ( t) ) +

　　　Q 1 - S ( t)B ( t)Q - 1
2 B T ( t)S ( t) = 0, (15)

则 u ( t) = - Q - 1
2 B T ( t)S ( t) x ( t) 为保性能优化控制

律.

　　 证明　必要性: 易知系统状态量满足定理 2,

所以其控制律为保性能控制. 再证其满足局部优化

指标

J (u ( t) ) =

1
2

x T ( tk+ 1) P x ( tk+ 1) +

1
2∫

tk+ 1

tk

[x T ( t)Q 1x ( t) + uT ( t)Q 2u ( t) ]d t. (16)

考虑优化保性能控制器 u ( t) 的确定,引入拉格朗日

乘子,定义局部周期内性能指标函数

J (u ( t) ) =

1
2

x T ( tk+ 1) P x ( tk+ 1) +

1
2∫

tk+ 1

tk

{[x T ( t)Q 1x ( t) + uT ( t)Q 2u ( t) ] +

ΚT [Aϖ1 ( t) x ( t) + Aϖ2 ( t) x ( t - d ( t) ) +

B u ( t) - xα]}d t. (17)

求解优化控制律即解式 (17) 的无条件极值问题,引

入H am ilton 函数

H (x ( t) , x ( t - d ( t) ) , u , Κ, t) =

1
2

(x TQ 1x + uTQ 2u ) + ΚT (Aϖ1 ( t) x +

Aϖ2 ( t) x ( t - d ( t) ) + B u. (18)

将式 (18) 带入 (17) ,得

J (u ( t) ) =

1
2

x T ( tk+ 1) P x ( tk+ 1) +

∫
tk+ 1

tk

[H (x ( t) , x ( t - d ( t) ) , u , Κ, t) - ΚTx ]d t.

(19)

求变分∆J (u ) ,由于∆u ( t) 的变化会连锁引起∆x ( t) ,

∆x ( t - d ( t) ) 和∆x ( tk+ 1) 的变化,考虑∆u ( t) , ∆x ( t) ,

∆x ( t - d ( t) ) 和 ∆x ( tk+ 1) 的影响,对式 (19) 分别求

其变分,然后消去变量Κ( t) 得到系统的R iccat i方程

(15). 即由性能指标 J (u ) 确定无记忆控制律 (考虑

到参数的不确定性会影响控制律的确定,实际中控

制律由当时的系统参数确定)

u ( t) = - Q - 1
2 B T ( t)S ( t) x ( t) , t > tk. (20)

其中S ( t) > 0满足R icca t i方程 (15). 系统局部优化

性能指标为

J� = ΥT ( tk )Q 1Υ( tk ) +∫
0

- d ( t)
ΥT (s)Q 2Υ(s) ds. (21)
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　　充分性:只要将式 (20) 代入 (16) 即可证得. □

4　仿真实例
　　考虑时滞系统

A 1 =
1 1

1 - 1
,A 2 =

0. 1 0

0 0
,

B =
1

1
,Q 1 =

1 0

0 2
,

∃A 1 =
0 0. 1

0 0. 1
, ∃A 2 =

0. 05 0

0 0. 03
,

P = Q 2 = I , x ( tk ) = [etk　etk ],

t≤ tk , d ( t) = û0. 1sin tû.

在上述假设前提下, 求解R iccat i微分方程 (15) , 解

得局部优化控制律

K = [ - 1. 914 2　 - 1. 301 5 ].

在此控制律作用下, 系统局部保性能指标上界 J 3

= 15. 818 2. 状态 x 的响应曲线如图 1和图 2所示.

图 1　系统的状态响应 x1

图 2　系统的状态响应 x2

5　结　　语
　　本文针对一种具有状态时滞的不确定系统,基

于状态控制器研究其稳定和保性能控制问题. 从控

制系统的实际出发,考虑到传感器到控制器的时滞

和系统参数的不确定性,在不确定参数阵难以满足

一般保性能控制的模有界的条件下,由已知时滞确

定状态量空间,得到系统局部周期内保性能指标的

上界,从而推得全局保性能指标的上界. 所设计的

控制器满足上述条件, 不仅具有鲁棒性, 而且可以

达到局部周期优化的性能指标.
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