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摘　要: 研究泛逻辑推理中广义自相关系数 k 值的求解方法,提出了基于泛逻辑的复杂控制系统不确定性推理模

型,给出了求解 k 值的一般步骤和相关定理. 研究了 3种连续型随机参量的广义自相关性: 均匀分布的 k 值恒等于 0. 5,是

一种理想的精确估计模型;没有基变换时的指数分布和标准正态分布的 k 值均小于 0. 5,它们对随机参量的逻辑值呈偏小

估计. 推导出了求解N 范数和 k 值的通用公式,建立起泛逻辑理论和不确定性推理与控制之间的实用性桥梁.
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Abstract: T he issue of finding the value of generalized self2co rrela t ion coefficien t k in un iversal logic reason ing is ad2
dressed. A model of uncerta in ty reason ing in a comp lex con tro l system based on universal logic is p ropo sed. General

p roceedure of finding the value of k and rela ted theo rem s are given. T he generalized self2co rrela t ion of th ree k inds of

con tinuous random param eters are studied. T he resu lts indicate that k is iden tically 0. 5 fo r p ropo rt ional distribu tions

w h ich gives a p recise model; and k is sm aller than 0. 5 fo r exponen tia l distribu tions and no rm al distribu tions w ithou t

radix conversion, w h ich m eans the sm aller logic values of random param eters. T he general fo rm ula fo r exp ressing
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1　引　　言
　　泛逻辑学是专门研究不确定性推理的逻辑. 文

献[ 1, 2 ] 讨论了现实世界中存在的不确定性; [ 3 ] 提

出了广义相关系数 h 和广义自相关系数 k 的概念,

建立了逻辑推理的统一模型,并且证明:传统的二值

逻辑、模糊逻辑、概率逻辑、可信度推理等,都是泛逻

辑中参数 h和 k 为某些具体值时的特例; [ 4 ]讨论了

广义自相关性对逻辑非运算的影响, 给出了一级泛

非运算模型; [ 5, 6 ]给出了带有参数 h和 k的柔性控

制模型,其特点在于:可以动态连续地调整h和 k ,实

现逻辑运算模型的连续改变, 以达到实时精确控制

的目的.

在复杂系统中, 许多参数都是受不确定性因素

影响的随机变量,其测量数据中总是包含着误差,因



此在其推理与控制过程中, 如何弥补或修正这些误

差便显得特别重要. 在统计数学领域,已经有了一些

误差分析方法;在泛逻辑中,广义自相关系数 k 又称

为误差系数[3 ] , 它是从逻辑推理角度来描述误差程

度的一个参数, 但目前还没有给出实际问题中 k 值

的求解方法.

本文以广义自相关系数 k 的求解为核心, 首先

提出基于泛逻辑的复杂系统不确定性推理模型, 然

后研究概率密度为均匀分布、指数分布、正态分布的

随机参量的N 范数和广义自相关系数,从而建立了

生成函数与N 范数和系数 k 之间的重要关系式,为

泛逻辑学实现复杂控制系统的不确定性推理奠定了

基础. 文中有关工程实际问题的范例,有利于拓展泛

逻辑学的应用领域.

2　广义自相关系数求解的一般步骤与基本

概念
2. 1　广义自相关系数 k 的物理意义

为了刻画模糊测度误差对模糊算子的影响, 泛

逻辑学引入了广义自相关系数, 用 k 表示, k ∈ [ 0,

1 ]. k 的物理意义是表征一种数学模型对于所描述

参数的误差程度,它不是误差本身,而是一种从逻辑

推理角度来描述误差相对大小的系数[3 ]. 在逻辑上,

k 表征了对命题进行否定时的误差程度.

k → 1: 表示逻辑上的最大可能否定,对应于最

冒险估计,正误差达最大;

k = 0. 75: 表示逻辑上的偏大否定, 对应于中

度冒险估计,正误差偏大;

k = 0. 5: 表示逻辑上的适度否定,对应于精确

估计,没有误差;

k = 0. 25: 表示逻辑上的偏小否定, 对应于中

度保险估计,负误差偏大;

k → 0: 表示逻辑上的最小可能否定,对应于最

保险的估计,负误差达最大.

在复杂系统的推理中, 由于不同随机参量服从

分布的参数不同,使得 k 值也不同. 因此在泛逻辑运

算过程中, 可以根据不同的 k 值选用不同的连接词

运算模型;或者说由 k 来建立不同的运算模型,从而

对系统实现柔性推理,达到柔性控制的目的.

2. 2　基于泛逻辑的复杂控制系统不确定性推理

模型

在复杂控制系统中, 许多参数都是受不确定性

因素影响的随机变量. 图 1 给出了基于泛逻辑的复

杂控制系统不确定性推理模型,它包括 4个步骤: 1)

系统分析; 2) 广义自相关性分析; 3) 泛逻辑推理;

4) 系统反馈与建模修正.

　　在图 1模型中,复杂控制系统及其子系统都会

存在不确定性,测量数据也会存在误差. 如果数据的

实际分布与期望分布产生了偏离, 则其误差系数 k

以及各泛逻辑运算都要随之进行调整, 通过不确定

性推理得到目标参数逻辑值, 并把调整信息反馈到

系统中,从而实现精确控制. 文献[ 3～ 7 ] 研究了第

1,第 3和第 4步;本文主要针对关键的第 2步,即如

何分析和求解随机参量的广义自相关系数, 试图架

起泛逻辑原理和不确定性推理与控制之间的实用性

桥梁.

2. 3　广义自相关系数求解的一般步骤与基本概念

为将泛逻辑推理与随机变量的不确定性联系起

来,图 1中第 2部分给出了 1～ 6的标号,它就是求

解广义自相关系数 k 的一般步骤:分布函数→生成

函数→N 性生成元→N 范数→广义自相关系数 k

→泛非运算.

下面给出相关定义和求解定理, 其他概念参见

文献[ 3 ].

定义 1　称 f (x ) 为随机参量的分布函数,它由

概率密度求得.

常见的离散型概率密度有二项分布、泊松分布

等;连续型概率密度有均匀分布、指数分布、正态分

布等.

定义2　如果F (x ) 是[ 0, 1 ]上连续的严格单调

函数,且 F (x ) 为有限值,则称 F (x ) 为生成函数.

图 1　基于泛逻辑的复杂控制系统不确定性推理模型
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　　生成函数旨在生成定义 3中的泛逻辑N 性生

成元.

如果分布函数 f (x ) 满足定义 2,则可直接作为

生成函数 F (x ) ; 如果分布函数 f (x ) 的定义域不包

含[ 0, 1 ] 或不连续,则需利用换基规则进行基变换,

从而得到对应的生成函数 F (x ). 泛逻辑中提供的换

基规则有 a2b换基规则和 021换基规则两类[5 ].

定义 3　x ∈ [ 0, 1 ],如果 <(x ) 是连续的严格单

调递增函数,且 <(0) = 0, <(1) = 1,则称 <(x ) 为泛

逻辑N 性生成元,简称N 性生成元.

N 性生成元的物理意义是: N 性生成元 <(x 3 )

用于修正误差对模糊测度值 u (X ) = x 3 的影响,得

到精确的模糊测度值 x.

定理 1 (N 性生成元生成定理)　如果 F (x ) 是

连续型随机参量的生成函数,则

<(x ) =
F (0) - F (x )
F (0) - F (1)

(1)

是泛逻辑N 性生成元.

证明　F (x ) 是生成函数,故是[ 0, 1 ] 上连续的

严格单调函数, F (0) - F (1) ≠0,且为有限值. 由式

(1) 可知 <(x ) 是[ 0, 1 ] 上连续的严格单调函数, 且

<(0) = 0, <(1) = 1. 所以 <(x ) 是N 性生成元. □

定义 4　对于函数N (x ) , 称其为泛逻辑N 范

数,简称N 范数. 如果满足条件:

1) 边界性N 1: N (0) = 1,N (1) = 0;

2) 单调性N 2: N (x ) 单调递减,当x , y ∈ [ 0, 1 ]

时,若 x < y ,则N (x ) ≥N (y ) ;

3) 逆等性 N 3: 当 x ∈ [ 0, 1 ] 时, N (x ) =

N - 1 (N (x ) ) ,N - 1 (x ) 是N (x ) 的逆.

定理 2 (N 范数生成定理)　若 <(x ) 是N 性生

成元, <- 1 (x ) 是逆函数, 则N (x ) = <- 1 (1 - <(x ) )

是连续的严格单调N 范数.

证明　因为 <(x ) 是N 性生成元, <(0) = 0,

<(1) = 1, 且是连续的严格单调增函数, 所以 1 -

<(x ) 是连续的严格单调递减函数, 满足条件N 1 和

N 2. 由逆运算的性质可知 y = N (x ) = <- 1 (1 -

<(x ) ) , 也满足条件 N 1 和 N 2. 又 x = N - 1 (y ) =

<- 1 (1 - <(y ) ) ,即N - 1 (x ) = <- 1 (1 - <(x ) ) ,满足条

件N 3. 所以N (x ) 是连续的严格单调N 范数. □

定理 3 (k 值求解定理)　连续的严格单调减N

范数N (x ) = <- 1 (1 - <(x ) ) 的不动点,即广义自相

关系数 k = <- 1 (0. 5).

证明　设 k ∈ (0, 1) 是N 范数N (x ) 的不动

点, 则N (k ) = <- 1 (1 - <(k ) ) = k , 1 - <(k ) = <(k ) ,

2<(k ) = 1, <(k ) = 0. 5,所以 k = <- 1 (0. 5) 是N (x )

的不动点. □

3　连续型随机参量的广义自相关性研究
　　本节应用图 1模型中 k 值的求解步骤,研究连

续型 (均匀分布、指数分布、正态分布) [8, 9 ] 随机参量

的广义自相关性, 内容包括求解N 性生成元、N 范

数、系数 k 值. 求解结果详见表 1.

3. 1　均匀分布

在区间 (a , b) 上服从均匀分布的随机参量X ,其

分布函数参见表 1.

定理 4　当 a≤ 0≤ 1≤ b时,均匀分布随机参

表 1　常用连续型随机变量的N 范数和广义自相关系数 k

参量类型 通用公式 均匀分布 指数分布 正态分布

分布函数 f (x ) 或

生成函数 F (x )
F (x )

0, x < a

x - a
b - a

, a≤ x < b

1, x ≥ b

1 - e- x öΗ, x > 0

0, x ≤ 0

1

2ΠΡ∫
x

- ∞
e- (t- Λ) 2

2Ρ2 d t

定义域 [a, b ]含[ - ∞, + ∞ ] [a, b ] [ 0, + ∞ ] [ - ∞, + ∞ ]

换基规则 [a, b ]→ [ 0, 1 ] [a, b ]→ [ 0, 1 ] [ 0, + ∞ ]→ [ 0, 1 ] [ - ∞, + ∞ ]→ [ 0, 1 ]

N 性生成元 <(x )
F x - F 0

F 1 - F 0
x

1 - e- x öΗ

1 - e- 1öΗ
F x - F 0

F 1 - F 0

N 范数N (x )
F - 1 (F (0) +

F (1) - F (x ) )
1 - x

- Ηln (1 +

e- 1öΗ- e- x öΗ)
Λ+ Ρ7 - 1 (F 0 + F 1 - F x )

不换基时系数 k F - 1 1
2

[F (0) + F (1) ] 0. 5 - Ηln [
1
2

(1 + e- 1öΗ) ] Λ+ Ρ7 - 1 [
1
2

(F 0 + F 1) ]
换基后的系数 k′ 有关 F (x′) 0. 5

1
1 + (Ηln 2) - 1

(Λ - 1) + Λ2 + 1
2Λ

命题逻辑值 P (x ) 5 (x , k) = x 5 (x , k) = <(x ) 5 (x , k) = <(x )

非命题逻辑值 ～ P (x ) N (x , k) = 1 - x N (x , k) = N (x ) N (x , k) = N (x )

　　5 (x , k ) 和N (x , k ) 分别为泛逻辑中N 性生成元完整簇和N 范数完整簇[3 ].
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量X 的分布函数F (x ) 是N 性生成元<(x ) 的生成函

数,其中 <(x ) = x.

证明可由定理 1直接得到,此略.

定理 5　对于任意区间 (a, b) 上均匀分布的随

机参量,总可以在使用换基规则之后,使其分布函数

f (x′) 成为N 性生成元 <(x′) 的生成函数.

证明　对于任意区间 (a, b) 上均匀分布的随机

变量, 使用 [a , b ] → [ 0, 1 ] 的换基规则, 有 x′=

x - a
b - a

,即 x = (b - a) x + a. 当 x = (b + a) ö2时,

可得中元 x′= e′= 1ö2.

此 时, [ 0, 1 ] 区 间 上 的 f (x′) =

(b - a) x′+ a - a
b - a

= x′. 显然, f (x′) 是[ 0, 1 ]区间

上的单调递增函数,且为有限值,故可构造

<(x′) =
F (x′) - F (0)
F (1) - F (0) =

x′- 0
1 - 0

= x′. (2)

易知 <(x′) 是[ 0, 1 ]上连续的严格单调递增函数,且

<(0) = 0, <(1) = 1. 所以 <(x′) 是 N 性生成元,

f (x′) 是其生成函数. □

定理6　均匀分布随机参量X 对应的N 范数为

N (x ) = 1 - x.

证明可由N 范数生成定理得到.

定理 7　均匀分布随机参量X 的广义自相关系

数 k = 0. 5.

证明 　 均匀分布随机变量的N 性生成元为

<(x ) = x ,其逆函数为 <- 1 (x ) = x. 由定理 3知,N

范数N (x ) = <- 1 (1 - <(x ) ) 的不动点,即广义自相

关系数 k = <- 1 (0. 5) = 0. 5. □

均匀分布随机参量的系数 k 为恒定值, 且为

0. 5. 其物理意义为: k 从理论上表明均匀分布是在

区间 [a , b ] 上不存在偏差的数学模型, 故随机参量

落在任意等长区间的机会均等.

定理 8　在区间 (a , b) 上服从均匀分布的随机

参量X 对应的命题Q 的逻辑真值Q (x ) ,等于随机参

量X 落在区间 (a , x ) 内的概率均为x - a
b - a

. 命题Q 的

非命题～ Q (x ) =
b - x
b - a

.

证明略.

3. 2　指数分布

指数分布随机变量的分布函数参见表 1,其中 Η
> 0为有限常数,记为X ～ E (Η).

定理 9　 指数分布随机参量 X 的分布函数

f (x ) 是N 性生成元 <(x ) 的生成函数,其中 <(x ) =

1 - e- x öΗ

1 - e- 1öΗ, Η为有限常值.

证明　对于指数分布, f (x ) 是[ 0, 1 ]上连续的

严格单调递增函数,且 f (x ) 为有限值,其中 f (0) =

0, f (1) = 1 - e- 1öΗ. 由定理 1可以构造

<(x ) =
f (x ) - f (0)
f (1) - f (0) =

(1 - e- x öΗ) - 0
(1 - e- 1öΗ) - 0

=
1 - e- x öΗ

1 - e- 1öΗ. (3)

其中: Η为有限常值; <(x ) 是[ 0, 1 ] 上连续的严格单

调递增函数,且 <(0) = 0, <(1) = 1; 式中分母不为

0. 所以 <(x ) 是N 性生成元,从而 f (x ) 是N 性生成

元 <(x ) 的生成函数. □

定理 10　指数分布随机参量X 对应的N 范数

N (x ) = - Ηln (1 + e- 1öΗ - e- x öΗ). (4)

　　证明可由N 范数生成定理得到.

定理 11　指数分布随机参量 X 对应的广义自

相关系数

k = - Ηln [
1
2

(1 + e- 1öΗ) ]. (5)

　　证明可由定理 9, 定理 10 和 k 值求解定理得

到.

定理 12　指数分布随机参量X 对应命题 P 的

否命题～ P 的逻辑真值永远是偏小估计.

证明　为证明该定理,要求证明指数分布随机

变量X 的 k 值永远小于 0. 5. 由式 (5) 可将 k 看成 Η

的函数. 设 f (Η) = - Ηln [
1
2

(1 + e- 1öΗ) ], Η> 0,则可

证明 f (Η) > 0,即 f (Η) 是单调递增函数, 且 f (∞)

= 0. 5. 在Η> 0区间, k = 0. 5为函数的渐近线. 指数

分布中规定Η> 0才有意义,因此 k永远小于0. 5. 其

物理意义为:指数模型在逻辑推理过程中,对应命题

P 的否命题～ P 的逻辑真值永远是偏小估计. □

3. 3　正态分布

正态分布随机参量 X 的分布函数参见表 1, 其

中 Λ, Ρ(Ρ > 0) 为常数,记为X ～ N (Λ, Ρ2).

为了计算方便,定义以下特定函数值的符号:

定义 5　f - 1 (x ) 为 f (x ) 的逆函数, Ω- 1 (x ) 为

Ω(x ) 的逆函数.

f x = f (x ) =
1

2ΠΡ∫
x

- ∞
e-

( t- Λ) 2

2Ρ2 d t =

1

2Π∫
z

- ∞
e- t2ö2d t = Ω(z ) = Ω(x - Λ

Ρ ).

其中

f 0 = f (0) = Ω(0 - Λ
Ρ ) = Ω(- Λ

Ρ ) ,

f 1 = f (1) = Ω(1 - Λ
Ρ ) , z =

x - Λ
Ρ .
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　　 定理 13　 正态分布随机参量 X 的分布函数

f (x ) 是N 性生成元 <(x ) 的生成函数

<(x ) =
f x - f 0

f 1 - f 0
. (6)

　　定理 14　正态分布随机参量X 对应的N 范数

　　　N (x ) = Λ + ΡΩ- 1 (F 0 + F 1 - F x ). (7)

　　定理 15　正态分布随机参量X 的广义自相关

系数

k = Λ + ΡΩ- 1 [
1
2

(F 0 + F 1) ]. (8)

　　定理 13～ 15的证明涉及超积分运算,直接求

证很难,但可由下面的通用公式方便地求解.

4　求解N 范数与 k 值的通用公式
4. 1　通用公式的推证

定理 16 (N -k 通用求解定理)　对于任意可生

成N 性生成元的生成函数 F (x ) ,其对应的N 范数

N (x ) = F - 1 [F (0) + F (1) - F (x ) ], (9)

广义自相关系数

k = F - 1 ( 1
2

[F (0) + F (1) ]). (10)

　　证明　这里给出一般性证明. 记 F x = F (x ) ,

F 0 = F (0) , F 1 = F (1). F (x ) 是N 性生成元的生成

函数, 在 [ 0, 1 ] 上是连续严格单调函数, 且为有限

值. 故可设N 性生成元为 <(x ) ,并令

<(x ) =
F x - F 0

F 1 - F 0
= y. (11)

则有 F x = F 0 + y (F 1 - F 0) ,进而有 x = F - 1 [F 0 +

y (F 1 - F 0) ]. 所以

<- 1 (x ) = F - 1 [F 0 + x (F 1 - F 0) ]. (12)

　　由定理 2生成N 范数

N (x ) = <- 1 (1 - <(x ) ) =

F - 1 [F 0 + (1 -
F x - F 0

F 1 - F 0
) (F 1 - F 0) ] =

F - 1 (F 0 + F 1 - F x ).

　　由定理 3求解广义自相关系数

k = <- 1 (0. 5) =

F - 1 [F 0 + x (F 1 - F 0) ]û 0. 5 =

F - 1 [F 0 + 0. 5 (F 1 - F 0) ] =

F - 1 [ 0. 5 (F 0 + F 1) ].

所以式 (10) 成立,从而有

F (k ) =
1
2

[F (0) + F (1) ]. (13)

定理得证. □

定理16表明: F (k ) 是F (0) 和F (1) 的代数平均

值, F (x ) 在 [ 0, 1 ] 上连续严格单调的条件保证了 k

的存在,且界于[ 0, 1 ] 之间. 利用式 (13) 可以不按图

1 中的一般步骤, 而是直接求解正态分布随机参量

的N 范数和广义自相关系数 k ,避免了繁琐的数学

变换和超积分运算.

定义 6　称定理 16中生成N 范数的公式为N

范数生成公式,称求解广义自相关系数 k的公式为k

值求解公式;二者合称为通用公式或N -k 公式.

4. 2　通用公式的应用范例

范例 1　对于均匀分布随机参量 X , 可由通用

公式直接求其 k 值.

k - a
b - a

=
1
2 (0 - a

b - a
+

1 - a
b - a ) →

k - a =
1
2

(- a + 1 - a) →

k = 1ö2 = 0. 5,

与前面相同.

范例 2　求标准正态分布随机参量X 的广义自

相关系数 k.

对于标准正态分布,参数 Λ= 0, Ρ = 1,分布函

数 F (x ) = Ω(x ) ,在[ 0, 1 ] 区间上即为生成函数. 直

接利用通用公式,有

Ω(k ) =
1
2

[Ω(0) + Ω(1) ].

查表得 Ω(0) = 0. 500 0, Ω(1) = 0. 841 3,所以

Ω(k ) = 0. 5 (0. 500 0 + 0. 841 3) = 0. 670 65.

再查表知 Ω(0. 440 0) = 0. 670 0, Ω(0. 450 0) =

0. 673 6. 使用插值法得

k = 0. 440 0 +

(0. 670 65 - 0. 670 0) ×

(0. 450 0 - 0. 440 0)
0. 673 6 - 0. 670 0

=

0. 441 8 < 0. 500 0.

　　 由此可见, 即使是标准的正态分布, 其 k =

0. 441 8≠ 0. 500 0. 这表明标准正态分布模型对于

随机参量的描述同样存在误差, 对于参数的逻辑值

呈稍小估计.

5　连续型随机参量换基后的 k 值
　　前面对于均匀分布、指数分布、正态分布随机

参量的广义自相关性的研究, 是在没有使用基变换

的情形下进行的. 本节对这3种分布函数在021基变

换后的广义自相关系数 k 进行求解,结果详见表 1.

由表 1可知,对于标准正态分布函数,由于 k =

0. 5,标准正态分布是一种精确估计, 这与没有变换

时的 k 值 (0. 441 8) 是不同的.

6　由实验数据求解 k 值的范例
范例 3　为测定某型号电压控制器的抗干扰稳

定性,任意选用 3个此型号的控制器,在随机干扰环

境下进行试验. 每个控制器测量 5次电压值,精确到

0. 001 V ,试验数据如表 2所示. 试分析此类控制器

对参数电压测量值的准确性.
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表 2　试验数据的电压值 (V)

测量次数 控制器 1 控制器 2 控制器 3

1 1. 604 1. 152 1. 673

2 1. 216 1. 664 2. 112

3 1. 408 1. 792 1. 344

4 1. 088 2. 112 1. 152

5 1. 894 1. 536 2. 176

样本总和 7. 210 8. 256 8. 457

样本均值 1. 442 1. 651 1. 691

　　表2列出了正交实验数据,样本总体服从N (Λ,

Ρ2) 的正态分布, 需要进行方差分析和假设检验[8 ].

本题关键在于估计 xθ 和 Ρδ2 的值 (参数含义参见文献

[ 8 ]) ,可求得

xθ =
1
n∑

s

j = 1

T j = 1. 594 9,

S E = ∑
3

j = 1
∑

5

i= 1

(X ij - X{ T j ) 2 = 1. 726 6,

Ρδ2 =
S E

n - s
= 0. 143 9,

Ρδ= Ρ^ 2 = 0. 379 3,

Λδ = xθ = 1. 594 9.

从而得到分布函数X～ N (1. 594 9, 0. 143 9). 由通

用公式有

Ω(k - 1. 594 9
0. 379 3 ) =

1
2 [Ω(0 - 1. 594 9

0. 379 3 ) + Ω(1 - 1. 594 9
0. 370 3 ) ] =

1
2

[Ω(- 4. 204 5) + Ω(- 1. 568 2) ] = 0. 029 2.

查表可得广义自相关系数 k = 1. 594 9 + 0. 379 3×

(- 1. 892 9) = 0. 876 9. 由于 k > 0. 5,此类控制器

对电压参数的测量值偏大.

此外,对于某次测定参数值,还可求其对应原命

题和非命题的逻辑真值.

7　结　　论
　　本文的基本思想是: 当复杂控制系统由于不确

定性因素使得随机参量的实际分布发生变化时, 系

数 k将随参数 (如Η和Λ) 的改变,其泛逻辑算子随之

进行调整,以修正相应命题的逻辑真值.

文中首先提出了基于泛逻辑的复杂控制系统不

确定性推理模型; 然后研究了 3 种连续型随机参量

的广义自相关性; 最后得到了求解N 范数和 k 值的

通用公式,从而拓展了泛逻辑中 k 值的用途. 它不仅

可以用于泛逻辑运算,而且可以作为一个评价指标,

从逻辑推理的角度对数学模型或复杂控制系统的自

身误差进行评估.
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