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一种基于新的条件信息熵的高效知识约简算法
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摘　要: 分析了在知识约简过程中现有条件信息熵的不足,给出一种新的条件信息熵,由此定义新的属性重要性. 将

其与基于正区域和基于现有条件信息熵的属性重要性进行比较,结果表明新的属性重要性是一种更准确、更全面的

启发信息. 以新的属性重要性为启发信息设计约简算法,并给出计算新的条件信息熵的高效算法. 理论分析和实验结

果表明,与基于现有条件信息熵的约简算法相比,该约简算法时间复杂度较低,且在搜索最小或次优约简方面更优.
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Abstract: T he disadvan tages of the curren t condit ional info rm ation en tropy are analyzed. A new condit ional info rm a2
t ion en tropy is p ropo sed. Based on th is en tropy the new sign ificance of an attribu te is defined and compared w ith tw o

sign ificances of th is at tribu te based on the po sit ive region and the curren t condit ional info rm ation en tropy respective2
ly. T he resu lt show s that w hen used as heurist ic info rm ation, the p ropo sed sign ificance of the attribu te is better

than the o ther tw o. F inally, a heurist ic algo rithm fo r know ledge reduction is designed and an efficien t a lgo rithm fo r

computing condit ional info rm ation en tropy is p ropo sed. T heo retical analysis and experim ental resu lts show that t im e

comp lex ity of th is reduction algo rithm is less than that of the algo rithm based on the curren t condit ional info rm ation

en tropy. A lso , th is reduction algo rithm is mo re capab le of finding the m in im al o r op tim al reducts.
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1　引　　言
　　知识约简是Rough 集理论中的核心问题之一.

搜索所有约简或最小约简被证明是一个N P 完全问

题[1 ] ,因此一般采用启发式算法搜索最优或次优约

简. 人们已提出了基于正区域[2 ]、基于区分矩阵属性

频率[3 ]和基于条件信息熵[4, 5 ]的约简算法. 然而,使

用现有条件信息熵设计约简算法,存在一定的不足:

其一是现有的条件信息熵无法等价表示知识约简;

其二是约简算法的时间复杂度较高[4～ 6 ].

当前存在两种搜索约简的策略[5 ]: 1) 以所有条

件属性集为起点,自顶向下逐步去掉不必要的属性;

2) 以核或相对核为起点,自底向上逐步增加属性.

本文采用第 2种方法,分析在核的基础上自底向上

逐步增加属性时等价类如何被逐步细化和分离,并

进一步分析了现有条件信息熵的不足. 在此基础上

给出一个新的条件信息熵,由它表示的知识约简与

代数表示的知识约简等价,从而解决了文献[ 5, 6 ]提

出的信息论表示与代数表示下约简结果不一致的问



题.

本文根据新的条件信息熵定义新的属性重要

性,并以它为启发信息设计约简算法. 为克服基于现

有条件信息熵的约简算法[2, 5 ]时间复杂度高的缺点,

文中给出计算条件信息熵的高效算法,降低了约简

算法的时间复杂度. 理论分析和实验结果表明,该约

简算法时间复杂度低于基于现有条件信息熵的约简

算法[5 ] ,即该算法是高效的,并且该约简算法比现有

方法更容易搜索到最小或次优约简.

2　Rough集的基本概念
　　下面简要介绍Rough 集理论的相关概念,其详

细定义可参阅文献[ 1, 5, 7 ].

在决策表S =〈U , C ,D〉中,对于任意B Α C∪

D , 由B 确定的不可区分关系为 IND (B ) ,对象 x 在

IND (B ) 中的等价类为[x ]B. IND (B ) 在U 上导出的

划分记为U öIND (B ) ,简记为U öB .

定义 1[7 ]　在决策表S =〈U , C ,D〉中,A Α C ,

X Α U ,用A (X ) 或A X 表示X 的A 2下近似集,决

策属性D 的A 2正区域 PO SA (D ) 定义为

PO SA (D ) = ∪
X∈U öD

A X , (1)

并记

rA (D ) = ûPO SA (D ) ûöûU û. (2)

　　定义 2[5 ] (属性重要性的代数观点定义)　在决

策表S =〈U , C ,D〉中,A Α C ,则任意a∈C - A 的

属性重要性为

SGF 1 (a ,A ,D ) = rA ∪{a} (D ) - rA (D ). (3)

　　定义 3[5 ] (属性重要性的信息论观点定义)　在

决策表S =〈U , C ,D〉中,A Α C ,则任意 a∈C - A

的属性重要性为

SGF 2 (a ,A ,D ) = H (D ûA ) - H (D ûA ∪ {a}) ,

(4)

其中H (D ûA ) 是条件信息熵.

3　条件信息熵
　　本节分析现有条件信息熵的局限性,给出新的

条件信息熵和新的属性重要性, 并将其与基于正区

域和基于现有条件信息熵的属性重要性进行比较.

在决策表S =〈U , C ,D〉中,决策属性集D 导出

的U 上划分记为U öD = {Y 1, Y 2,⋯, Y m }.

定义 4　在决策表S 中,称 PO SC (D ) 中的元素

为相容对象,U - PO SC (D ) 中的元素为矛盾对象.

3. 1　现有条件信息熵的局限性

为说明现有条件信息熵的局限性, 首先给出如

下例子:

例 1　在表 1的决策表中, S =〈U , C ,D〉,其中

U = {1, 2,⋯, 10}, C = {a , b, c, e, f },D = {d }.

表 1　一个决策表系统 S

U a b c e f d

1 0 0 0 0 1 0

2 0 1 1 1 0 1

3 1 1 0 1 1 1

4 0 1 1 1 0 0

5 0 0 1 0 1 0

6 1 1 0 1 0 1

7 0 1 1 1 1 1

8 1 1 1 0 1 1

9 1 1 0 1 1 0

10 0 1 1 1 1 0

　　在决策表 S 中,U öD = {{1, 4, 5, 9, 10}, {2, 3,

6, 7, 8}}, PO SC (D ) = {1, 5, 6, 8},U - PO SC (D ) =

{2, 3, 4, 7, 9, 10}, CO R ED (C ) = {f }, 最小约简 (即

属性个数最少) 为{a, e, f }, PO S{f } (D ) = Á . 则

U ö{f } = {{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10}, {2, 4, 6}},

U ö{e, f } = {{3, 7, 9, 10}, {1, 5, 8}, {2, 4, 6}},

PO S{e, f } (D ) = Á .

　　 一方面, 在核{f } 的基础上增加属性 e 后,

PO S{e, f } (D ) 为空集. 根据定义 2和定义 3,相对于属

性 a , b, c而言,属性 e的重要性最小,分别为

SGF 1 (e, {f },D ) = 0, SGF 2 (e, {f },D ) = 0. 01.

进而以SGF 1和SGF 2为启发信息的约简算法[2, 5 ] ,搜

索结果不是最小约简{a, e, f },而是{a , b, c, f }.

另一方面,在核属性集{f } 上增加属性 e后,可

使等价类{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10} 中所有矛盾对象{3, 7,

9, 10}与相容对象{1, 5, 8}分离. 将所有矛盾对象从

相容对象中分离开来,有助于搜索最小或次优约简,

因此属性 e非常重要. 这说明 SGF 1 和 SGF 2 没有准

确地描述属性 e 的重要性, 其原因在于 SGF 1 和

SGF 2 的定义中没有区分矛盾对象与相容对象这两

个重要概念.

3. 2　新的条件信息熵

本节提出新的条件信息熵, 以克服现有信息熵

的局限性.

定义 5　在决策表S 中,对于任意A Α C ,显然

有A (U - PO SA (D ) ) = U - PO SA (D ) ,因此记A Y 0

= U - PO SA (D ). 特别地,当A = C 时,有C Y 0 = U

- PO SC (D ).

定理 1　在决策表S 中,A ,B Α C ,则PO SA (D )

= PO SB (D ) 的充分必要条件是

A Y i = B Y i, Π i∈ {1, 2,⋯,m }. (5)

　　如果集簇{A Y 0, A Y 1,⋯,A Y m }中没有空集,则

该集簇是U 上的一个划分;如果该集簇中有空集,则

去掉空集后仍是U 上的一个划分. 若没有特别说明,

不妨假设该集簇中没有空集.

由定理 1可直接得到如下推论:
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推论 1　在决策表S 中,A Α C ,则PO SA (D ) =

PO SC (D ) 的充分必要条件是

A Y i = B Y i, Π i∈ {0, 1,⋯,m }. (6)

　　由推论1知,如果属性集A 是约简的,则由A 导

出的划分不仅把属于不同决策类的相容对象分离成

不同的划分块, 而且把所有矛盾对象从相容对象中

分离出来, 作为一个单独的划分块. 然而, 在以核为

起点,自底向上逐步增加属性的约简过程中,如果属

性集A 不是约简的,那么应如何对A 逐步增加属性

使其变为约简的?由于A 不是约简的,说明由A 决定

的基本知识的粒度较粗, 以致于相容对象与矛盾对

象在A 的同一等价类中,或属于不同决策类的相容

对象在A 的同一等价类中.

在例 1中令A = {f },则相容对象 6与矛盾对象

2和 4在A 的等价类{2, 4, 6}中;属于不同决策类的

相容对象 5 和 8 在A 的等价类{1, 3, 5, 7, 8, 9, 10}

中. 因此,增加属性的目的有两个: 一是使A 的等价

类中的相容对象与矛盾对象分离; 二是使A 的等价

类中属于不同决策类的相容对象分离.

SGF 1 (a ,A ,D ) (定义 2) 只对正区域基数进行

定量描述; SGF 2 (a ,A ,D ) (定义 3) 只描述了A 的等

价类中属于不同决策类的对象分离情况, 因为它没

有考虑相容对象和矛盾对象,所以无法描述A 的等

价类中决策属性值相同的相容对象与矛盾对象的分

离. 正因为如此, 在不一致决策表中, 由于矛盾对象

的存在,使用条件熵H (D ûA ) 无法等价表示知识约

简. 划分{C Y 0, C Y 1,⋯, CY m }, 既将属于不同决策类

的相容对象分开,又将相容对象与矛盾对象分开,因

此在其上定义条件信息熵, 可以克服现有条件信息

熵的上述不足.

定义 6　在决策表 S 中,A Α C ,则集簇{A Y 0,

A Y 1,⋯,A Y m }是U 上的一个划分,由此划分得到的

等价关系记为 R A. 特别地, R C 表示由划分{C Y 0,

C Y 1,⋯, CY m }得到的等价关系.

R C 是根据 S 中的所有数据计算出来的等价关

系,但Rough 集理论一般根据属性集来获得对应的

等价关系. 为方便起见, R C 可以看作一个属性,由这

个属性导出的等价关系便是R C.

定义7 (新的条件信息熵)　R A 在U 上的子集组

成的 Ρ代数上的概率分布定义为

[R A : p ] =
A Y 0 A Y 1 ⋯ A Y m

p (A Y 0) p (A Y 1) ⋯ p (A Y m )
.

(7)

其中

p (A Y i) = ûA Y iûöûU û , i = 0, 1,⋯,m .

特别地,如果A = C ,则对任意的 P Α C ,设U öP =

{X 1, X 2,⋯, X n},可得新的条件信息熵

　H (R C ûP ) =

　 - ∑
n

i= 1

p (X i)∑
m

j = 0

p (C Y j ûX i) log (p (C Y j ûX i) ). (8)

其中

p (C Y j ûX i) = ûCY j ∩X iûöûX iû ,

i = 1, 2,⋯, n , j = 0, 1,⋯,m .

　　因为属性集A 的确定划分比R A 的确定划分更

精细, 所以有H (R A ûA ) = 0. 特别地, 有 H (R C ûC )

= 0.

3. 3　属性重要性比较

定义 8 (新的属性重要性定义)　设在决策表 S

=〈U , C ,D〉中,A Α C ,则任意a∈C - A 的属性重

要性为

SGF 3 (a ,A ,D ) =

H (R C ûA ) - H (R C ûA ∪ {a}). (9)

　　在一致决策表S =〈U , C ,D〉中, CY 0 = Á , R C

= U öD ,所以易证如下定理:

定理 2　在一致决策表S =〈U , C ,D〉中,A Α
C ,任意 a ∈C - A ,则有

SGF 3 (a ,A ,D ) = SGF 2 (a ,A ,D ). (10)

　　根据定义 3和定义 8, SGF 2 (a ,A ,D ) 用条件熵

H (D ûA ) 来定义,而 SGF 3 (a ,A ,D ) 用H (R C ûA ) 来

定义. 二者的差异主要体现在决策划分U öD 与 R C

上. 在一致决策表中, R C = U öD , 所以二者相等; 在

不一致决策表中, R C将U öD 中所有矛盾对象作为一

个独立的块CY 0,这是R C 与U öD 的不同点. 因为如

此, SGF 3 (a ,A ,D ) 能够描述约简过程中矛盾对象与

相容对象的分离, 这是 SGF 3 (a ,A ,D ) 不同于

SGF 2 (a ,A ,D ) 之处.

根据文献[ 5 ] 中引理 1,可得如下定理:

定理 3　设在决策表S =〈U , C ,D〉中,A Α C ,

a∈C - A ,如果SGF 3 (a ,A ,D ) = 0,则SGF 1 (a ,A ,

D ) = 0.

由定义 2, SGF 1 (a ,A ,D ) 只对正区域基数进行

定量描述. 定理 3说明,如果增加属性后正区域基数

变大, 即 SGF 1 (a ,A ,D ) ≠ 0, 则这种信息必然会在

SGF 3 (a , A ,D ) 上有所反映. 此时 SGF 3 (a ,A ,D ) ≠

0, 说明 SGF 3 (a ,A ,D ) 包含了比 SGF 1 (a ,A ,D ) 更

多的信息.

由以上讨论可以看出 SGF 3 (a ,A ,D ) 有以下优

点:

1) SGF 3 (a ,A ,D ) 定义在R C上, R C已区分开矛

盾对象与相容对象. 因此,如果增加属性 a 后能够分

离矛盾对象与相容对象, SGF 3 (a ,A ,D ) 就能准确地
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描述出来. 如例 1,在核{f }的基础上增加属性 e后,

尽管正区域没有增加,但矛盾对象 3, 7, 9, 10被分离

出来, 因此 SGF 3 (e, {f },D ) = 0. 69, SGF 1 (e, {f },

D ) = 0. 同理,由定义 3, SGF 2 (e, {f },D ) 只描述了

各决策类的分离情况, 而无法描述矛盾对象与相容

对象的分离,所以 SGF 2 (e, {f },D ) = 0. 01.

2) 由于 SGF 3 (a ,A ,D ) 能更准确全面地描述信

息,以它为启发信息的约简算法更有可能获得最小

或次优约简. 如例 1, 以 SGF 3 (a ,A ,D ) 为启发信息

的约简算法,会获得例 1中决策表S 的最小约简{a ,

e, f },而以 SGF 1 (a ,A ,D ) 和 SGF 2 (a ,A ,D ) 为启发

信息的约简算法, 均获得约简{a, b, c, f } (参见后面

表 3).

3) 使用 SGF 3 (a ,A ,D ) 和定义 7可以等价表示

知识约简的代数定义, 这保证了以 SGF 3 (a ,A ,D )

为启发信息的约简算法, 所获得的约简一定是代数

表示下的约简.

表 2给出了例 1中条件属性相对于核{f } 的属

性重要性.

表 2　例 1中条件属性相对于核{f }的属性重要性

属性 SGF1 SGF2 SGF3

a 0. 1 0. 17 0. 57

b 0. 2 0. 20 0. 60

c 0. 1 0. 09 0. 37

e 0. 0 0. 01 0. 69

　　由此可见, SGF 3 (e, {f },D ) 更能准确全面地描

述属性 e的重要性, 说明新的条件信息熵克服了现

有条件信息熵的不足.

4　知识约简算法
　　 以 SGF 3 (a ,A ,D ) 为启发信息的约简算法, 必

须计算条件熵H (R C ûA ∪ {a}). 为降低算法的时间

复杂度,应研究计算H (R C ûA ) 的高效算法. R C 是决

策表S =〈U , C ,D〉中论域U 上的等价关系,由文献

[ 5 ] 可得到计算H (R C ûA ∪ {a}) 的高效算法如下:

算法 1

输入: 决策表 S =〈U , C ,D〉, R C 和划分U öA ;

输出: H (R C ûA ∪ {a}) 和划分U öA ∪ {a}.

Step 1: 计算划分U öA ∪ {a};

Step 2: 计算划分U ö{R C }∪A ∪ {a};

Step 3: 计算H ({R C }∪A ∪ {a}) ;

Step 4: 计算H (A ∪ {a}) ,获得

H (R C ûA ∪ {a}) =

H ({R C }∪A ∪ {a}) - H (A ∪ {a}). (11)

　　利用文献[ 2 ] 中的方法计算划分, 在已知划分

U öA 的情况下, Step 1 和 Step 2 的时间复杂度均为

O (ûU û logûU û ) , S tep 3 和 Step 4 的时间复杂度均为

O (ûU û ) , 则 该 算 法 的 时 间 复 杂 度 为

O (ûU û logûU û ) , 与文献[ 2 ] 中正区域渐增式计算的

时间复杂度相同.

在以 SGF 3 (a ,A ,D ) 为启发信息的约简算法

中, 每次循环时条件属性子集 A 均不变, 这使得

SGF 3 (a , A ,D ) 最大的 a就是H (R C ûA ∪ {a}) 最小

的 a. 因此只需计算H (R C ûA ∪ {a}) ,这样可避免计

算 H (R C ûA ) , 减少了计算量. 由此在算法 1 的基础

上,设计了知识约简算法如下:

算法 2

输入: 决策表S =〈U , C ,D〉,其中U 为论域, C

和D 分别为条件属性集和决策属性集;

输出: 决策表 S 的一个相对约简A .

Step 1: 计算决策表S 中条件属性集C相对于决

策集D 的正区域 PO SC (D ) ,并由此得到R C.

Step 2: 计算条件属性集C相对于决策属性集D

的核属性集COR ED (C ) ,并令B = C - CO R ED (C ).

Step 3: 令A = COR ED (C ) :

1) 如果 ûA û ! = 0,则计算条件熵H (R C ûA ) ,转

4) ;

2) 对每个属性 a∈B ,计算R C相对条件属性集

A ∪ {a}的条件熵H (R C ûA ∪ {a}) ;

3) 选择使H (R C ûA ∪ {a}) 最小的属性 a ,把 a

从B 中删除,并把 a 增加到A 的尾部;

4) 如果 H (R C û A ) = 0, 则转 Step 4, 否则转

2).

Step 4: 从A 的尾部开始,从后向前判别每个属

性 a 是否可约:如果 a∈CO R ED (C ) ,则从 a 开始向

前的属性都是核中属性,不可约,算法终止;否则,如

果H (R C ûA - {a}) = 0,则 a是可约简的,把 a从A

中删除.

算法 2以 SGF 3 (a ,A ,D ) 为启发信息, Step 1只

需计算正区域 PO SC (D ) 一次, 并获得 R C; 在 Step 3

和 Step 4中,只计算条件熵H (R C ûA ∪ {a}) , Step 4

保证算法 2是完备的,即得到的结果不能再约简. 文

献[ 5 ] 的约简算法以 SGF 2 (a ,A ,D ) 为启发信息,该

约简算法是不完备的[2 ] , 这是因为现有条件熵无法

等价表示约简, 所以不能从信息熵的角度给出一个

完备的约简算法; 文献 [ 2 ] 提出一种基于正区域的

完备约简算法,它以 SGF 1 (a ,A ,D ) 为启发信息.

使用文献[ 2 ] 的计算正区域和核方法, Step 1的

时间复杂度为O ( (ûC û + 1) ûU û logûU û ) , S tep 2 的

时间复杂度为O ( (ûC û + 1) 2ûU û logûU û ) ;由算法1,

Step 3 为 O ( (ûC û ) 2ûU û logûU û ) , Step 4 为

O ( (ûC û ) 2ûU û log ûU û ). 所以算法2的时间复杂度为

O ( (ûC û ) 2ûU û logûU û ) ,低于文献[ 5 ]中基于现有条
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表 3　约简结果与执行时间比较

决策表

是否为

一致决

策表

实例数

约简前

条件属

性数

最小约

简属性

数

算法A

约简后条

件属性数

执行时

间ös

算法B

约简后条

件属性数

执行时

间ös

算法 2

约简后条

件属性数

执行时

间ös

例 1 否 10 5 3 4 0. 06 4 0. 05 3 0. 04

vo t ing2reco rds 是 435 16 9 9 0. 54 9 0. 26 9 0. 29

tic2tac2toe 是 958 9 8 8 1. 42 8 0. 48 8 0. 66

zoo 否 101 17 10 11 0. 33 10 0. 14 10 0. 15

m ushroom 是 8 124 22 4 4 17. 67 5 6. 42 4 6. 67

chess end2gam e 是 3 196 36 29 29 24. 75 29 4. 67 29 5. 60

件信息熵的约简算法的时间复杂度, 与文献 [ 2 ] 中

基于正区域的约简算法时间复杂度相等.

5　实验结果与分析
　　本文选用例 1 和U C I机器学习数据库[8 ]中的

部分决策表, 在 PC 机 (Celeron 1. 7 G, 256 M

RAM ,W IN XP)上进行实验, 分别采用文献 [ 5 ]的

CEBR KCC 算法 (简称算法A )、文献[ 2 ]的约简算法

(简称算法B )和本文算法 (算法 2)进行知识约简. 3

种算法都使用文献[ 2 ]的方法计算划分和核,并使用

Java 语言实现. 其运行结果如表 3所示.

　　从表 3可以看出,算法 2 的执行时间低于算法

A 的执行时间, 与算法B 的执行时间大致相同. 算

法 2约简后,条件属性数小于或等于算法A 和算法

B 约简后的条件属性数,并能搜索到最小约简. 实验

结果与前面的分析相符合,验证了算法 2的高效性,

表明在搜索最小或次优约简方面,算法 2 比算法A

和算法B 更优. 算法 2 之所以更容易找到最小约

简, 是因为在不一致决策表中, SGF 3 (a , A , D )描述

了在约简过程中自底向上逐步增加属性时,等价类

中矛盾对象与相容对象的分离.

6　结　　论
　　本文首先分析了现有条件信息熵的不足,在此

基础上给出一种新的条件信息熵,它可等价地表示

知识约简;然后定义新的属性重要性,并分析了新的

属性重要性与其他两种属性重要性 (定义 2 和定义

3)的联系和差异,理论分析和实例显示,新的属性重

要性能较好地描述当逐步增加属性时,等价类中矛

盾对象与相容对象的分离,是知识约简算法中理想

的启发信息; 最后以新的属性重要性为启发信息设

计约简算法,并给出计算条件熵的高效算法,该约简

算法的时间复杂度低于基于现有条件信息熵的约简

算法,与基于正区域的高效约简算法的时间复杂度

相同. 理论分析和实验结果均说明该约简算法不仅

是高效的,而且在搜索最小或次优约简方面,比基于

现有条件信息熵和正区域的约简算法更优.
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