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基于时滞依赖H ∞滤波器的时滞系统故障诊断

白雷石, 田作华, 施颂椒
(上海交通大学 自动化系, 上海 200030)

摘　要: 针对一类具有不确定输入的状态时滞系统,基于时滞依赖H ∞滤波器探讨了系统的鲁棒故障诊断 (R FD )问

题. 首先,引入一个参考模型,形成广义残差系统,以此广义残差信号对扰动信号及其故障信号L 2 的增益来体现其对

扰动的鲁棒性和对故障的灵敏性;其次,利用对偶原理,针对对偶系统,借助线性矩阵不等式 (LM I)技术,研究基于状

态观测器的时滞依赖R FD 系统设计问题,并推导出具有时滞依赖解存在的条件及观测器增益矩阵的求解方法; 最

后,通过仿真实例验证了该方法的可行性和有效性.
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Abstract: A robust fau lt detection (R FD ) schem e is p ropo sed fo r a class of t im e2delay system s w ith uncerta in ty

inpu ts. T he fau lt detection filter is designed by using H ∞ con tro l theo ry. T he reference model is in troduced to

fo rm ulate the generalized residual, and the robustness of residual to unknow n inpu ts and the sensit ivity to fau lt

signal are reflected by an L 22gain. By using the dual p rincip le and linear m atrix inequality (LM I) app roach, the

design of observer2based R FD system is p ropo sed. T he ex istence condit ion and the so lu tion of observer gain m atrix,

w h ich are dependen t on the size of the delay, are also given. F inally, an examp le is given to demonstra te the

effectiveness of the p ropo sed app roach.

Key words: T im e2delay system s; Robust fau lt detection; D elay2dependen t; LM I; H ∞ no rm

1　引　　言
　　基于模型的鲁棒故障诊断 (R FD ) ,尤其是有关

鲁棒故障滤波器的设计问题,引起了众多学者的关

注并已取得了许多令人满意的成果[1～ 3 ] , 但这些结

果主要集中于线性时不变系统中. 而实际系统不可

避免地具有不同程度的不确定性和时滞现象,因此

对不确定时滞系统的研究具有重要的科学价值和工

程意义. 近年来,虽然对不确定时滞系统鲁棒控制的

研究取得了大量结果[4 ] ,但有关时滞系统的故障诊

断问题的成果却很少. 文献[ 5 ]研究了离散时滞系统

的鲁棒故障诊断问题,文献[ 6 ]基于线性矩阵不等式

(LM I)技术研究了状态时滞系统的故障诊断问题.

但上述文献推导出的解都是时滞独立的,即此解对

于系统的很大或很小时滞都适用,因此它具保守性,

甚至有时会造成无解的情况. 所以有必要研究时滞

依赖条件下不确定时滞系统的鲁棒故障诊断问题,

即设计与时滞大小有关的R FD.

本文利用对偶原理, 对此对偶系统应用H ∞控

制理论的思想,探讨了一类具有不确定输入的状态

时滞系统的鲁棒故障诊断问题,借助LM I技术,得

到了依赖于时滞大小的可用于故障检测的鲁棒H ∞

滤波器的设计方法,实现了对不确定时滞系统的鲁



棒故障诊断.

2　系统描述
　　考虑如下一类含有故障的不确定状态时滞系

统:

xα( t) = A x ( t) + A d x ( t - h ) + B u ( t) +

B f f ( t) + B d d ( t) , (1)

y ( t) = C x ( t) + D u ( t) + D f f ( t) + D d d ( t) ,

x ( t) = 0, t≤ 0. (2)

其中: x ∈R n为系统的状态向量; u∈R p为系统的控

制输入向量; y ∈ R q 为系统的输出向量; d ∈ R m 为

平方可积的不确定扰动信号 (包括建模误差、外部扰

动和影响不 大 的 小 故 障 信 号 等 ) , 并 满 足

∫
+ ∞

0
d T ( t) d ( t) d t≤N ,N 为已知正数; f ∈R l为需要

诊断和分离的故障信号向量; h ≥ 0 为滞后时间常

数; A ,A d ,B , C ,D ,B f ,B d ,D f 和D d 为适当维数的已

知矩阵或向量.

对系统 (1) , (2) 设计如下全阶故障检测滤波器

用以实现故障诊断:

xδ
õ

( t) = A xδ( t) + A d xδ( t - h ) + B u ( t) +

H (y ( t) - y
δ( t) ) , (3)

y
δ( t) = Cx

δ( t) + D u ( t). (4)

其中: x
δ∈R n和 y

δ∈R q分别是系统状态和输出的估

计值, H 为需要确定的观测器增益. 定义状态误差

估计 e ( t) = x ( t) - x
δ( t) ,残差信号 r ( t) = y ( t) -

yδ( t) ,可得残差系统的方程为

eα( t) = (A - H C ) e ( t) + A d e ( t - h ) + (B f -

H D f ) f ( t) + (B d - H D d ) d ( t) , (5)

r ( t) = Ce ( t) + D f f ( t) + D d d ( t). (6)

通过求L ap lace变换,系统 (5) , (6) 可写为

r (s) = T rf (s) f (s) + T rd (s) d (s). (7)

其中 T rf (s) 和 T rd (s) 分别表示故障信号 f 和不确定

输入信号 d 到残差信号 r的传递函数.

本文设计R FD 滤波器的主要思想是选择适当

的参考模型W f
[7 ] ,并定义如下的广义残差信号:

rd = r - W f f = T rd d + (T rf - W f ) f . (8)

设计滤波器 (3) , (4) ,对于给定的Χ> 0,求状态观测

器增益矩阵H ,对所有滞后时间 h ∈ [ 0, hθ ],其中 hθ

为最大滞后时间,系统 (5) , (6) 渐近稳定,并且满足

‖T rd‖∞≤ Χ,‖T rf - W f‖∞] m in,

由文献[ 6, 7 ]可知,对于给定的Χ> 0和Β> 0,如果

　∫
+ ∞

0
rT

e red t≤ Β2∫
+ ∞

0
f T f d t + Χ2∫

+ ∞

0
d Td d t (9)

成立,则不等式

‖T rd‖∞≤ Χ,‖T rf - W f‖∞≤ Β (10)

一定成立.

设参考模型W f 的状态空间实现为

Φα( t) = (A - H 3 C ) Φ( t) + A d Φ( t - h ) +

(B f - H 3 D f ) f ( t) , (11)

rf = C Φ( t) + D f f ( t) ,

Φ( t) = 0, t≤ 0. (12)

其中H 3 为需要确定的参考模型矩阵. 则可得增广

系统为

e
Η

( t) ≡Aϖe ( t) + Aϖd e ( t - h ) +

　　　　Bϖf f ( t) + Bϖd d ( t) , (13)

re = Cθe ( t) + D d d ( t). (14)

其中

eγ =
e

Φ
,Aϖ =

A - H C 0

0 A - H 3 C
,

Aϖd =
A d 0

0 A d

,Bϖf =
B f - H D f

B f - H 3 D f

,

Bϖd =
B d - H D d

0
, Cθ = [C　 - C ].

因此基于H ∞滤波器的鲁棒故障诊断可转化为如下

最优化问题[6, 7 ]:对于给定的 Χ≥Χ3 (Χ3 为Χ的最优
值) 和 Β > 0,设计观测器增益矩阵H ,使系统渐近

稳定,并在满足‖T rd‖∞ ≤ Χ的条件下,最小化 Β,

即

m in
H

Β,

s. t. 式 (9) , (13) , (14). (15)

在∫
+ ∞

0
d T ( t) d ( t) d t≤N (N 为已知正数) 的假设条件

下,阈值 J th 可选为

J th = Χ2N , (16)

并基于以下逻辑关系诊断故障的发生:

∫
+ ∞

0
rT ( t) r ( t) d t > J th]

故障被检测到 ] 报警,

∫
+ ∞

0
rT ( t) r ( t) d t≤ J th] 没有故障.

　　在实际工程中,时间 t不可能取到无穷大,因此

用 ‖r‖2
2, T =∫

t2

t1

rT rd t (其中 T = t1 - t2) 代替

∫
+ ∞

0
rT rd t.

3　时滞依赖鲁棒H ∞故障诊断滤波器设计
　　由第 2节可知,通过选取一个合适的参考模型,

基于H ∞ 滤波器的R FD 系统设计问题可转化为一

个H ∞最优控制问题.

3. 1　参考模型选择

首先选取参考模型W f ,由

∫
t

0
rT

f rf d t≥ Α2∫
t

0
f T f d t. (17)
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可以明显看出, Α代表了对故障的灵敏度, Α越大,对

故障的灵敏度越高; Α越小,对所发生的故障反应越

迟钝. 因此,通过求最大的 Α值可确定参考模型W f ,

于是有如下引理:

引理 1[7 ]　 对于给定的 Α> 0 和系统 (11) ,

(12) ,如果存在对称正定矩阵P ,Q 和矩阵Y ,使得如

下LM I

- A TP - PA +

C TY T + YC - Q
- PB f + YD f C T - PA d

3 - ΑI D T
f 0

3 3 - ΑI 0

3 3 3 Q

> 0

(18)

成立,那么式 (17) 成立,且H 3 = P - 1Y. 其中 3 为
矩阵的对称项.

3. 2　时滞依赖H ∞滤波器设计

首先给出如下引理:

引理 2[8 ]　给定 Χ> 0,对于系统

xα( t) = A x ( t) + A d x ( t - h ) + B d ( t) , (19)

y ( t) = Cx ( t) + D d ( t). (20)

其中: x ∈R n , y ∈R p , d ∈R q,A ,A d ,B , C 和D 为已

知的矩阵或向量, h ≥ 0为滞后时间. 如果存在对称

正定矩阵 P 和 S ,满足如下LM I:

A T P + PA + S PB C T PA d

B T P - ΧI D T 0

C D - ΧI 0

A T
d P 0 0 - S

< 0,

(21)

则系统渐近稳定,且具有H ∞性能 Χ.
由于文献 [ 9, 10 ] 推导出的时滞依赖稳定条件

不适合求解滤波器增益, 对此, 本文利用对偶原理,

推导出适合时滞依赖R FD 问题的求解方法.

对于由式 (19) , (20) ,构成的系统 2 1,由对偶原

理可知,此系统的对偶系统 2 2 为

x�
õ

( t) = A T x� ( t) + A T
d x� ( t - h ) + C Tyζ ( t) , (22)

d� ( t) = B T x� ( t) + D T yζ ( t). (23)

其中: x�∈R n , yζ ∈R p , d�∈R q.

通过计算可知

‖T 1 (s)‖∞ =

‖C (sI - A - A d e- sh) - 1B + D‖∞ =

‖B T (sI - A T - A T
d e- sh)C T + D T‖∞ =

‖T 2 (s)‖∞,

且系统 2 1 和系统 2 2 的特征方程等价[10 ] , 因此对系

统 2 1 的H ∞最优控制问题可通过其对偶系统 2 2 的

H ∞最优控制问题等价. 在文献[ 11 ]的基础上,稍加

改动,可得到如下定理:

定理 1　对于给定的标量Χ> 0,如果存在对称

正定矩阵X 1 > 0,Q > 0和矩阵X 2, X 3 (可逆) ,满足

如下LM I:

X 2 + X T
2

X 3 - X T
2 +

X 1 (A + A d )
X 1B D T

3 - X 3 - X T
3 C T

3 3 D D T - Χ2 I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

0 X 1B hθX T
2

hθA T
dQ 0 hθX T

3

0 0 0

- hθQ 0 0

3 - I 0

3 3 - hθQ

< 0, (24)

则系统 2 1对于所有的时滞 h ∈ [ 0, hθ ]渐近稳定,且

‖T 1 (s)‖∞ < Χ. 其中 T 1 (s) 为系统 2 1的传递函数,

3 由矩阵的对称性得到.

证明　定义 xα( t) = Ε( t) ,则

0 = - Ε( t) + (A + A d ) x ( t) -

A d∫
t

t- h
Ε(s) ds + B d ( t) ,

并定义如下L yap unov2K rasovsk ii泛函:

V ( t) = [x T ( t)　ΕT ( t) ]E P
x ( t)

Ε( t)
+

∫
0

- h∫
t

t+ Α
ΕT (s)Q - 1Ε(s) dsdΑ.

其中

E =
I n 0

0 0
, P =

P 1 0

P 2 P 3

,

P 1 > 0,Q > 0.

令

X = P - 1 =
X 1 0

X 2 X 3

, X 1 > 0.

仿照文献[ 11 ] 的证明过程,可以容易证得定理 1. □

对于系统 (13) , (14) , 应用定理 1, 可得出本文

的主要结论.

定理 2　对于给定的标量Χ≥Χ3 , Β> 0以及参

考模型W f , 如果存在对称正定矩阵X 1 > 0,Q > 0

和矩阵X 2, X 3 以及 Y ,满足如下LM I:

[N ]11×11 < 0. (25)

其中

N 0101 = X 21 + X T
12,N 0102 = X 22 + X T

23,

N 0103 = X 31 - X T
21 + X 11A + X 11A d - YC ,

N 0104 = X 32 - X T
23,
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N 0105 = Χ- 2X 11B dD
T
d - Χ- 2YD dD

T
d ,

N 0108 = Β- 1X 11B f - Β- 1YD f ,

N 0109 = Χ- 1X 11B d - Χ- 1YD d ,N 0110 = hθX 21,

N 0111 = hθX 22,N 0202 = X 24 + X T
24,

N 0203 = X 33 - X T
22,

N 0204 = X 34 - X T
24 + X 12A - X 12H

3 C + H 12A d ,

N 0208 = Β- 1X 12B f - Β- 1X 12H
3 D f ,

N 0210 = hθX 23,N 0211 = hθX 24,

N 0303 = - X 31 - X T
31,N 0304 = - X 32 - X T

33,

N 0305 = C T ,N 0306 = hθA T
dQ 1,

N 0310 = hθX T
31,N 0311 = hθX T

33,

N 0404 = - X 34 - X T
34,N 0405 = - C T ,

N 0407 = hθA T
dQ 2,N 0410 = hθX T

32,

N 0411 = hθX T
34, N 0505 = Χ- 2D dD

T
d - Χ2 I ,

N 0606 = - hθQ 1,N 0707 = - hθQ 2,

N 0808 = N 0909 = - I ,N 1010 = - hθQ 1,

N 1111 = - hθQ 2,

其余为 0. Χ3 为满足

PϖA + A TPϖ -

YϖC - C T YϖT + S
PϖB d - YϖD d C T PϖA d

3 - ΧI D T
d 0

3 3 - ΧI 0

3 3 3 - S

< 0

(26)

的Χ最小值,其中 Pϖ, S 为对称正定矩阵, Yϖ为适当维

数的矩阵. 对于所有的时滞 h ∈ [ 0, hθ ], 可得基于

H ∞滤波器的 R FD 系统, 且观测器增益矩阵 H =

X - 1
11 Y.

证明　根据引理 2,当存在适当的矩阵H 以及

对称正定矩阵Pϖ和S ,并令 Yϖ = PϖH ,由式 (21) 容易

得出式 (26). 对系统 (13) , (14) 进一步整理,得

e
Η

( t) = Aϖeγ( t) + Aϖd eγ( t - h ) +

[Β- 1Bϖf　Χ- 1Bϖd ]
Βf ( t)

Χd ( t)
,

re ( t) = Cθeγ( t) + [ 0　Χ- 1D d ]
Βf ( t)

Χd ( t)
.

令

X 1 =
X 11 0

0 X 12

, X 2 =
X 21 X 22

X 23 X 24

,

X 3 =
X 31 X 32

X 33 X 34

,Q =
Q 1 0

0 Q 2

,

并记 Y = X 11H ,利用定理 1,可得出式 (25) 成立,且

满足

∫
+ ∞

0
rT

e red t≤Β2∫
+ ∞

0
f T ( t) f ( t) d t +

Χ2∫
+ ∞

0
d T ( t) d ( t) d t. □

　　根据定理 2,鲁棒故障诊断滤波器设计步骤为:

Step 1: 求解式 (18) ,得到H 3 ;

Step 2: 求解式 (26) ,得到最小的 Χ3 ;

Step 3: 给定Χ≥Χ3 , Β> 0和hθ,求解LM I(25) ,

得H = X - 1
11 Y ;

Step 4: 若式 (25) 有解, 则减小 Β, 返回 Step 3;

若式 (25) 无解,则增大 Β,返回 Step 3.

4　仿真实例
　　考虑如下含有故障的不确定状态时滞系统:

xα( t) =
0 1

- 2 - 1
x ( t) +

0 0

0. 1 0
x ( t - h ) +

0. 8

0. 9
u ( t) +

0. 05

0. 1
f ( t) +

0. 01

0. 01
d ( t) ,

y ( t) =
0. 1 - 0. 01

0. 1 - 0. 1
x ( t) +

0. 1

- 0. 2
f ( t) +

0. 02

0. 01
d ( t) , x ( t) = 0, t≤ 0.

　　按照 3. 2节步骤,首先给定Α= 6,利用M atlab

工具箱中的求解器 Feasp ,求解式 (18) 可得

H 3 =
30. 287 3 14. 893 6

18. 261 3 8. 630 6
.

　　然后利用M atlab工具箱中的求解器M incx,求

解式 (26) ,可得最小的 Χ3 = 0. 102.

现取Χ= 0. 4, Β= 0. 5,滞后时间为 h = 0. 8,利

用M atlab工具箱求解LM I式 (25) ,可得相应的状态

观测器增益矩阵为

H =
0. 500 0 0. 000 0

0. 857 1 - 0. 071 4
.

　　 假设扰动为能量 0. 01 的白噪声, 且假定

∫
+ ∞

0
d T d d t = 0. 8,则阈值为 0. 13;故障信号为从 1～

5 s 的单位方波信号, 残差函数为 ‖r‖2
2, T =

∫
t2

t1

rT ( t) r ( t) d t,其中 T = t2 - t1 = 10 s,可得仿真结

果如图 1～ 图 3所示.

图 1　扰动信号
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图 2　残差信号 r1

图 3　残差信号 r2

图 4　残差函数‖r‖2
2, T

仿真结果表明,本文的方法是可行和有效的.

5　结　　语
　　本文研究了具有不确定性扰动的状态时滞系统

的时滞依赖鲁棒故障诊断问题. 针对故障系统,借助

于参考模型形成广义残差,然后利用对偶原理,并对

此对偶系统应用H ∞最优控制技术, 给出了具有时

滞依赖稳定的基于状态观测器的时滞系统R FD 设

计方法. 此观测器增益的存在是以LM I形式给出

的,利用M atlab 工具箱中的求解器可方便地求解,

并通过仿真实例验证了该方法的有效性.
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