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随机噪声框架下非伪频率响应的计算方法

朱　凌
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 推导了当系统输入输出实验数据精确已知时,由未建模动态产生的频率响应集合解析表达式. 采用序贯蒙

特卡洛方法产生随机噪声序列,由这些噪声序列计算出相应的非伪频率响应集. 提出一个找到包含所有频率响应且

有最小半径的圆的数值优化算法,通过该算法,得到一个以指定概率包含控制对象非伪频率响应的最小集合. 最后给

出了仿真实例,验证了整个算法的有效性.
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Abstract: W ith exact inpu t and ou tpu t experim ental data, an analytical exp ression is derived fo r the unfalsified

frequency response consisten t w ith p rio r know ledge and the experim ental data. By using a sequen tia l M onte Carlo

m ethod, no ise series are samp led and the co rresponding unfalsified frequency response sets are computed. A

num erical a lgo rithm is p ropo sed to find the circle w ith m in im al radius and con tain ing all the given circles. W ith th is

algo rithm , a set is ob tained w h ich includes the p lan t actual frequency response w ith a p rescribed p robab ility.

F inally, a num erical sim ulation show s the validity of th is m ethod.
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1　引　　言
　　系统辨识在以模型为基础的控制系统设计中具

有重要作用,目前,鲁棒辨识已引起广泛的关注和研

究[1, 2 ]. 在实验数据不充分且存在噪声情况下,虽然

所有控制对象的非伪模型可进行参数化表示,但模

型的阶数太大,降阶困难,已被证明是N P 难问题,

很难得到可用模型集. 文献 [ 3 ]研究了确定性框架

下,即噪声在频域上有确定边界情况下,非伪模型集

应满足的条件; [ 4 ]研究了噪声时域有界的情况. 确

定性框架考虑的是在最坏情况下,外部干扰、测量噪

声等不确定因素对模型误差的影响,它得到的结果

通常比较保守. 在随机框架下,控制对象的真实传递

函数仅能以一定的概率属于辨识出的模型集. 虽然,

这种框架不能保证控制对象的真实传递函数一定属

于辨识出的模型集,但它却为鲁棒辨识提供了一定

的柔软性,从而可根据实际工程应用的要求确定误

差限. 此外,由已知的一般性假设[5 ] ,当实验数据长

度较大时,噪声在频域上服从复正态分布,因此本文

采用了随机框架.

本文讨论了在实验数据不充分的情况下,噪声

在频域上服从复正态分布时,确定与先验知识相符

的非伪模型集的问题. 在实验数据精确已知但不充

分的情况下,非伪模型集可由一个线性分式变换表

达,经计算系统的频率响应在复平面上的一个圆内.

本文综合考虑了不完全实验数据和噪声这两种不确
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定性,提出了一种计算控制对象非伪频率响应的新

方法. 具体是采用序贯蒙特卡洛方法[6, 7 ]对可能的噪

声序列进行随机采样实验,当采样数大于某一值时,

由这些噪声和已知的不完全实验数据生成的频率响

应构成了一个频率响应集,该频率响应集包含系统

真实频率响应的概率大于一个给定值.

2　不完全实验数据引起的不确定性
　　本文将用到以下符号: Ρλ(X ) 为矩阵 X 的最大

奇异值; B H ∞, Θ(Χ) 为集合{F (z ) û sup
ûz û< Θ

Ρλ(F (z ) ) <

Χ}, H M (P , K ) = (P 11K + P 12) (P 21K + P 22) - 1;

T z {a iû n- 1
i= 0 }为由 a iû n- 1

i= 0 定义的下三角Toep litz矩阵;

W{ (z ) 为序列w iû n- 1
i= 0 的离散傅立叶变换; R(x ) 和

J (x ) 分别为复变量 x 的实部和虚部.

图 1　辨识实验

对如图 1所示的辨识实验, 已知干扰为 v iû n- 1
i= 0 ,

存在与时域辨识实验数据 (u i, y i) û n- 1
i= 0 , u 0≠0相容且

属于B H ∞, Θ(Χ) (Θ> 1) 的传递函数的充分必要条件

是 Ρλ( [Y - V ]U - 1) < Χ. 当满足该条件时,由控制对

象所有非伪模型构成的集合可表示为

G = {g (z ) ûg (z ) =

ΧH M (5 (z ) , Ε(z ) ) , Ε(z ) ∈B H ∞, Θ(1) }. (1)

这里

U = T z {Θiu iû n- 1
i= 0 }, Y = T z {Θiy iû n- 1

i= 0 },

V = T z {Θiv iû n- 1
i= 0 }.

5 (z ) =
5 11 (z ) 5 12 (z )

5 21 (z ) 5 22 (z )
, (2)

其中

5 11 (z ) = ∑
n

j= 1

p j (Θ- 1z ) n+ 1- j ,

5 12 (z ) = ∑
n

j= 1
q j (Θ- 1z ) j - 1,

5 21 (z ) = ∑
n

j= 1
q j (Θ- 1z ) n+ 1- j ,

5 22 (z ) = ∑
n

j= 1
p j (Θ- 1z ) j - 1,

e = [ 1　0　⋯　0 ]T ,

[p 1　⋯　p n ]T =

ΧU [Χ2U TU - (Y - V ) T (Y - V ) ]- 1e,

[q1　⋯　qn ]T =

Χ(Y - V ) [Χ2U TU - (Y - V ) T (Y - V ) ]- 1e.

　　定理 1　对于任意的实数 Ξ,以下的关系成立:

a rg inf
Α∈C

sup
G (z )∈G

ûG (e jΞ) - Αû =

5 12 (e jΞ) 5 3
22 (e jΞ) - 5 11 (e jΞ) 5 3

21 (e jΞ)
5 22 (e jΞ) 5 3

22 (e jΞ) - 5 21 (e jΞ) 5 3
21 (e jΞ) , (3)

inf
Α∈C

sup
G (z )∈G

ûG (e jΞ) - Αû =

aΘ- n

5 22 (e jΞ) 5 3
22 (e jΞ) - 5 21 (e jΞ) 5 3

21 (e jΞ) , (4)

这里

a = u 2
0eTQ [Χ2U TU - (Y - V ) T (Y - V ) ]- 1Q e,

Q =

0 0 ⋯ 1

� � ω �
0 1 ⋯ 0

1 0 ⋯ 0

.

　　证明　由式 (1) 的定义,将自变量 z 省略, g =

(5 11Ε + 5 12) ö(5 21Ε + 5 22) , 它又等价于 (g 5 21 -

5 11) Ε= 5 12 - g 5 22. 由于 Ε(z ) 是任意B H ∞, Θ(1) 中

的函数, Ε(e jΞ) 可取任意幅度不超过 1 的复数. 当

Ε(e jΞ) 的幅度为 1时,有

(5 225 3
22 - 5 215 3

21) g g 3 + (5 3
115 21 - 5 3

125 22) g +

(5 115 3
21 - 5 125 3

22) g 3 + (5 125 3
12 - 5 115 3

11) = 0.

(5)

又因 g (z ) ∈B H ∞, Θ(Χ) ,故 g (e jΞ) 在Ε(e jΞ) 是任意幅

度不超过1的复数时皆有界,即5 21Ε+ 5 22≠0. 如果

û5 22û ≤ û5 21û , Ε(e jΞ) 总可以取到幅度不超过 1的复

数使5 21Ε+ 5 22 = 0,因此 û5 22û > û5 21û ,即5 225 3
22 -

5 215 3
21 > 0. 因此,式 (5) 定义了复平面上的一个圆,

其圆心为: (5 125 3
22 - 5 115 3

21) ö(5 225 3
22 - 5 215 3

21) , 半

径为: (5 115 22 - 5 125 21) ö(5 225 3
22 - 5 215 3

21). 将式 (2)

定义的 5 (z ) 代入圆心和半径的结果即得式 (4). □

定理 1定义了由不完全数据引起的模型不确定

性,真实模型在每个频率点的响应应在复平面上的

一个圆内. 数据长度越长, 模型的不确定性越小, 圆

的半径越小. 当实验数据趋于无穷时,圆的半径也趋

向于 0, 也就是由包含不确定性的模型集趋向于真

实模型.

图 2　两组不同长度的实验数据计算结果
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　　下面利用一个仿真实例验证定理 1. 设系统真

实模型为G (s) = 1ö(s2 + 3s + 2) ,输入信号为单位

阶跃,采样周期为 0. 025 s,从 0. 001～ 10取 50个频

率点, 采样数据长度为 200点和 400点两种情况下

的非伪频率响应集. 由图 2可以看出,当采样数据增

加后,非伪频率响应集的半径变小,即系统的不确定

性变小.

上述模型集是在实验数据不含噪声或噪声已知

的情况下得到的, 而这在实际中是不可能的. 因此,

需要一种有效解决该问题的算法.

3　产生非伪频率响应集的算法
3. 1　产生与系统先验知识相符的噪声序列

研究表明,当实验数据的长度较大时,噪声在频

域上服从独立的复正态分布. 因此,可对噪声随机采

样. 使用一般的随机采样方法,需要一次产生全部噪

声,然后判断此次产生的随机噪声是否与系统的先

验知识和实验数据相符. 如果不相符,则要丢弃此次

采样的噪声, 重新采样. 这种方法很费时, 因为需要

一次产生全部噪声, 再判断采样产生噪声是否与系

统先验信息矛盾, 从而决定是否丢弃此次采样的噪

声序列. 为减少不必要的计算量, 提高采样效率, 本

文采用序贯蒙特卡洛方法. 每次采样一个噪声点,然

后判断下一个噪声点应满足的范围, 再在此范围内

进行采样,这样有效地减少了计算量,提高了采样效

率.

文献[ 3 ] 有如下结果:

0 V T

V 0
= X TD X . (6)

其中: X 为与干扰无关的常数矩阵; D = diag{d 0,

d iag{d i I 2û 2n- 1
i= 1 }, d 2n},

d i =
(- 1) kR{Vϖ (e jiΠö2n) }, i = 2k;

(- 1) k+ 1J {Vϖ (e jiΠö2n) }, i = 2k + 1;

k = 0, 1,⋯.

　　由上述定义可知, d i 是噪声序列的离散傅立叶

变换系数 (或系数的负数). 根据假定, d i是服从正态

分布的, 因此只要随机采样出 d i 序列, 即可得到时

域的噪声序列.

由式 (1) 的参数化条件可知, 与系统先验知识

相符的噪声要满足

ΧU TU - Q (Y - V ) T

- (Y - V )Q ΧI
> 0,

即

rU TU - Q Y T

- YQ ΧI
+

0 Q

I 0
X TD X

0 I

Q 0
> 0. (7)

令

rU TU - Q Y T

- YQ ΧI
= M 0,

0 Q

I 0
X T = [w 1　⋯　w 2n ],

则式 (7) 可写为

M 0 + [w 1　w 2　⋯　w 2n ] ×

d 1

d 2

ω
d 2n

w T
1

w T
2

�
w T

2n

> 0, (8)

M 0 + ∑
2n

i= 1
d iw iw

T
i > 0. (9)

　　对 d i进行序贯蒙特卡洛采样. 设已经完成了第

k 步采样,在进行第 k + 1步时,得

M k + d k+ 1w k+ 1w
T
k+ 1 > 0,

其中M k = M 0 + ∑
k

i= 1
d iw iw

T
i ,则

M 1ö2
k ( I + d k+ 1w

�
k+ 1w

�T
k+ 1)M 1ö2

k > 0. (10)

其中: w
�

k+ 1 = M - 1ö2
k w k+ 1,w

�
k+ 1 ∈ R 2n×2; k = 0, 2n;

w
�

k+ 1∈R 2n×1, k = 1, 2,⋯, 2n - 1. 注意到2n×2n维

矩阵 w k+ 1w
T
k+ 1 的非零特征值等于 2 × 2 维矩阵

w T
k+ 1w k+ 1的特征值Κ1

k+ 1 > Κ2
k+ 1 > 0. 这意味着式 (10)

得到满足的充分必要条件是 d k+ 1 > - 1öΚ1
k+ 1. d k+ 1

在此范围内按照正态分布采样确定后, 可进行下一

个干扰 d k+ 2 的采样迭代. 采样出全部 d i 序列, 经快

速傅立叶逆变换,即可得到一个噪声序列,从而可计

算出一个非伪频率响应集.

重复以上采样过程, 可得到一系列的非伪频率

响应集. 文献 [ 8 ] 给出了一个随机采样的重复次数

N 与∆定义的采样置信区间内概率Ε的关系,即若满

足 P r{ûP r{Ρλ(G ) < Χ} - P N û < Ε}≥ 1 - ∆时,采样

数N 应满足N ≥ ln (2ö∆) ö2Ε2. 由于采用了序贯蒙特

卡洛算法,令 P r{Ρλ(G ) < Χ}为 Pδ, P N = 1,上述条件

可写为:当满足 P r{P
δ∈ (1 - Ε, 1) }≥ 1 - ∆时,采

样数N ≥ ln (2ö∆) ö2Ε2. 由该不等式, 即可算出以指

定概率包含控制对象非伪频率响应需要重复的采样

次数.

3. 2　包含给定圆的最小圆的数值算法

由上述的随机采样算法可知,通过重复N 次随

机采样噪声, 在一个给定频率点, 可得到N 个频率

响应的非伪集合, 即N 个圆. 为找到一个可包含所

有非伪集的最小集合, 需要如下算法: 已知N 个圆

O i, i = 1, 2,⋯,N , 其圆心为 (x i, y i) ûN
i= 1, 半径为

r iûN
i= 1,寻找一个包含所有这些圆且具有最小半径的

圆O. 记圆O 和圆O i的圆心分别为 o和 oi,则由几何
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关系可知,圆O 包含圆O i等价于 ûooiû ≤ r - r i. 这

里 r代表圆O 的半径. 若要包含所有的圆,就是所有

的圆O i 都要满足这个不等式,因此上述问题的数学

描述为

m in r,

s. t.

(x - x i) 2 + (y - y i) 2 -

(r - ri) 2 ≤ 0, i = 1, 2,⋯,N ;

m ax
1≤i≤N

(r i) ≤ r≤

m ax
1≤j , k≤N

(ojok ) + 23 m ax
1≤i≤N

(ri).

(11)

其中第 1个条件可简化为 (x - x i) 2 + (y - y i) 2 -

(r - r i) 2 ≤ 0,即m ax
1≤i≤N

{ (x - x i) 2 + (y - y i) 2 - (r

- r i) 2}≤ 0. 直接对上述约束进行 3个参数的寻优

是困难的. 因此, 在 r区间上一维寻优, 即首先固定

r,然后对 x , y 寻优,这是一个容易解决的凸优化问

题,得到算法如下:

定义H (r) = m in
x , y

m ax
1≤i≤N

{ (x - x i) 2 + (y - y i) 2

- (r - r i) 2}. 对于给定的 r,可利用凸优化方法解出

H (r) 以及相应的参数 x 和 y. 在 r的区间上采用二

分法,寻找满足 ûH (r) û < Ν的 r的最小值,其中Ν是
事先给定的充分小的数,代表了算法的精度.

4　仿真结果

图 3　第 3. 2节算法的仿真实验结果

图 4　非伪频率响应集和真实频率响应

　　考虑一个二阶系统G (s) = 1ö(s2 + 2s + 2) ,输

入信号为单位阶跃, 采样周期为 0. 025 s, 时域采样

数据长度为512. 仿真实验在频域上从10- 3～ 101取

50个频率点. 系统先验知识为Θ= 1. 014, Χ= 65. 令

∆= 0. 1, Ε= 0. 1,经计算取N = 200,对第 3. 1节的

仿真实验结果如图 3所示,图 4为对第 3. 1节算法计

算后, 得到的非伪频率响应集以及真实系统的频率

响应.

5　结　　语
　　本文提出了在实验数据不充分、噪声在频域上

服从复正态分布时进行频率响应计算的一种方法.

首先推导了与系统先验知识和实验数据相符的非伪

频率响应集的解析表达式; 然后采用序贯蒙特卡洛

方法随机产生噪声序列,并得到了相应的非伪频率

响应集; 最后提出了找到包含所有频率响应且有最

小半径的圆的数值优化算法,通过这种算法,得到一

个以指定概率包含控制对象非伪频率响应的最小集

合. 仿真实验结果表明,本文方法可有效得到与系统

先验知识相符的频率响应集,该频率响应集在鲁棒

控制中得到广泛应用.
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