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参数不确定马尔可夫跳变系统的鲁棒适应控制
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摘　要: 针对具有参数不确定的线性马尔可夫跳变系统的鲁棒适应控制问题进行了研究. 分析了切换系统切换律

的可观测和不可观测情形. 对于可观测的切换律, 利用线性矩阵不等式和共同二次Lyapunov 函数方法, 得出的具

有参数不确定的切换系统是鲁棒可镇定的;对于切换律符合不可观测的马尔可夫随机过程的情况, 通过设计恰当的

采样适应控制器得到系统随机可镇定的充分条件. 并通过例子给出适应镇定控制器的算法.
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Abstr act: T he prolem of robust stabilization of linear Markov jump systems with pa rameter uncer tainties via

adaptive control is consider ed. T he switching law is a ssumed to be unobservable Markov process. A sufficient

condit ion is obtained for the st ochastic stabilization based on common quadratic Lyapunov functions. An example is

used to descr ibe the design of the st abilizing adapt ive cont roller , which stabilizes the system .
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1　引　　言
　　近年来, 切换系统理论以其较强的工程实际应

用背景成为系统理论研究的热点之一, 如电力系

统、机器人手臂控制和智能交通等系统中都广泛地

存在切换思想.有关此方面的文献已有很多
[ 1～5]

.

切换系统的切换律可分为两类:可观测切换律

和不可观测切换律. 对于可观测的切换律,它可用

于镇定控制设计
[ 6～8]

;不可观测切换律是指系统的

切换律符合某种随机过程, 这种情况下,切换模型的

识别是必要的. 对此,文献[ 9]给出了离散随机跳系

统的一些基本的稳定性结果; [ 10, 11]讨论了具有

马尔可夫随机跳干扰的线性系统稳定性和镇定问

题; [ 12]给出了容易验证的平面切换系统二次可镇

定的充 要条件; 基于此, [ 13 ] 利用共同二 次

Lyapunov 函数讨论了具有马尔可夫随机跳系统的

鲁棒适应控制问题.

本文研究了具有参数不确定的马尔可夫随机跳

系统的适应控制问题,将文献[ 13]的结果推广到参

数不确定的情况. 利用线性矩阵不等式和共同

Lyapunov 函数方法,给出鲁棒适应镇定控制器存在

的充分条件及其设计算法.

2　概念和符号
　　线性切换系统一般可表示为[ 3]

xa= AR( x, t) x, x ∈ Rn . ( 1)



这里 R(x, t ) : Rn× [ 0,∞) → + 分段连续函数, 并且

+ = {1, 2,…, N }.

切换控制系统可表示为

xa= AR( x, t)x + BR( x , t) uR( x, t) ,

x ∈ R n, uR(x , t) ∈ Rm. ( 2)

　　本文均假设切换律 R(x , t) = R( t ) 符合马尔可

夫随机过程. 首先给出如下的随机稳定定义:

定义 1　 假设系统( 1) 或系统( 2) 的切换律符

合某一随机过程, 那么系统( 1) 是随机稳定的;如果

lim
t→∞
E‖x( t)‖2 = 0, ( 3)

并存在控制使得闭环系统( 2) 的解轨线满足( 3) ,则

系统( 2) 是随机可镇定的.

本文考虑的是下面带有参数不确定项的切换系

统:

xa= (AR( x, t) + $AR( x , t) )x + (BR( x, t) +

$BR( x, t)) uR( x, t) , x ∈ R n. ( 4)

对于第 i个子系统,假设

[$Ai , $B i] = E i# [F 1i , F 2i ] ,

# T# ≤ I , P i∈ +.

其中: # 为不确定的; E i, F 1i, F 2i 为给定的常数矩阵.

引理 1
[ 14]
　令 M, # , N 是具有适当维数的矩

阵,且 # 为一个不确定矩阵,它满足 # T# ≤ I , 那么

对于 P x ∈ R
n
,有

max{(x
T
M#Nx)

2
} = x

T
MM

T
xx

T
N

T
Nx. ( 5)

令

DE = max
i∈+

{Rmax(E i ) }, D1F = max
i∈+

{Rmax(F 1i) },

D2F = max
i∈+

{Rmax(F 2i ) }, DK = max
i∈+

{Rmax(K i) }.

这里, K i 为一个给定的常数矩阵, Dmax(õ) 表示矩阵

的最大奇异值.

本文的目的是将可观测切换律的镇定结果推广

到不可观测切换律的情况, 即在一定条件下, 如果

系统( 4) 在可观测切换律下是二次镇定的, 那么在

不可观测的马尔可夫随机切换律下也是二次镇定

的.

3　适应可镇定性
　　首先, 假设切换系统( 2) 的每个切换子系统在

共同Lyapunov函数V(x) = xTMx下是反馈可镇定

的,这样存在反馈 u i = Kix 和常数 r~ > 0,使得

M(Ai + BiK i) + (Ai + BiKi ) TM ≤- r~M. ( 6)

　　可以证明对于给定的满足( 6) 的M和K i, 系统

(Ai + $Ai , Bi + $Bi) 在一定条件下有类似于式( 6)

的不等式成立.

命题1　对于给定的满足式( 6) 的M和 Ki , 如

果存在 $r满足 r~- û$rû> 0, 并且下列矩阵不等式

成立:

- û$ rûM M I

M ( - 1/D2E ) I 0

I 0 - ( 1/ d) I

< 0, ( 7)

那么存在常数 r < 0,使得

M(Ai + $Ai + (B i + $B i)K i) +

(Ai + $Ai + (Bi + $Bi )Ki ) TM ≤- rM, ( 8)

这里

d = D21F + D21FD22F + D2K + D22FD2k,

r = r~- û$rû.

　　证明 　根据 Schur 补定理, 线性矩阵不等式

( 7) 可写为

- û$ rûM + D
2
EMM + dI < 0,

进一步有

- r~M + D
2
EMM + ( D

2
1F + D

2
1FD

2
2F +

D2K + D2
2FD2K) I < - rM. ( 9)

由于系统( 2) 在任意切换律下是反馈可镇定的, 即

式 ( 6) 成立. 那么利用引理 1 和不等式 ( 9) , 共同

Lyapunov函数 V(x ) 沿着系统( 4) 的轨线的导数为

Va= xTM(Ai + BiK i) + (Ai + B iKi ) TMx +

xTME i# (F 1i + F 2iKi )x ≤- r~xTMx +

xTME iE T
iMx + xT(F 1i + F 2iK i) T (F 1i +

F 2iK i)x ≤- r~xTMx + D2ExTMMx +

xT (D21F + D21FD22F + D2K + D22FD2K) I x ≤

- rxTMx .

命题 1得证.□

由命题 1, 对于系统( 4) , 容易求得

‖x
i
t+ h‖

2
M≤ e

- rh
‖x

i
t‖

2
M, ( 10)

这里‖õ‖M 为M > 0的 Fr obenius 范数.

下面再次考虑系统( 4) ,这里 R(x, t) = R( t ) 为

不可观测的满足马尔可夫随机过程的切换律. 本文

讨论基于可观测的情况, 即首先设切换律R( t ) 为可

观测的.

类似于离散系统[ 15] , 给出下列假设:

假设 1　R( t ) 为一个不可观测的马尔可夫随机

过程, 它是时间齐次的, 并且在有限集 + = {1, 2,

…, N}上取值. 它的生成矩阵为

Q =

- q11 q12 … q1N

q21 - q22 … q2N

� � �

qN1 qN 2 … - qNN

,

这里: qij ≥ 0且 qii = ∑
j≠i
qij , i = 1,…, N . 那么转移

矩阵为

P ( t) = exp(Qt) . ( 11)

令 Pm = max
1≤i≤N

qii.利用式( 11) , 容易得到
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∑
j≠i
P ij ( s) µ qiis≤ Pms,

当 0 < s n 1时. ( 12)

　　定义2[ 15]　一组线性系统(Ai, B i) , i = 1,…, N

为反馈可辨别的, 如果存在反馈K 使得

det(Ai + BiK - Aj - B jK ) ≠ 0

1≤ i < j ≤ N . ( 13)

　　根据上述定义, 相应地, 对于切换系统( 4) ,可

定义鲁棒反馈是可辨别的.

定义 3　线性切换系统( 4) 为鲁棒反馈可辨别

的, 如果存在反馈 K 使得

det( (Ai + $Ai ) + ( Bi + $Bi) K -

(Aj + $Aj ) - (Bj + $B j )K ) ≠ 0,

1≤ i < j ≤ N . ( 14)

　　注 1　对于给定的满足不等式( 13) 的反馈 K,

由行列式值的连续性可知, 可得到系统( 4) 是鲁棒

反馈可辨别的.

命题 2　 假设切换线性系统(Ai + $Ai, B i +

$Bi) ( i = 1,…, N ) 是鲁棒反馈可辨别的. 如果存在

反馈K i使得(Ai + $Ai) + (B i + $B i)K i, i = 1,…,

N ,享有共同二次 Lyapunov函数(QLF) , 那么这些

K i 中一定存在满足( 14) 的K i.

证明　令M是(Ai + $Ai) + (Bi + $B i)K i的

共同 QLF, 由连续性可知,存在 K i ∈ R
m×n

( i = 1,

…, N ) 的邻域 Ui , 使得M是(Ai + $Ai ) + (B i +

$Bi) K~ i 的共同 QLF, 这里 K~ i ∈ Ui. 由于存在 K 使

得( 14) 成立, 那么不满足式( 14) 的 K 的集合是一

个代数零集[ 16] . 这意味着满足式 ( 14) 的 K 构成

Rm×n空间的一个开稠子集. (这里假设状态空间为

R
n
,输入空间为 R

m
) . 表示这个集合为 SK . 由于 SK

是一个开稠集,且 Ui 是开的,则SK∩ Ui≠Á. 选择

K~ i∈SK∩Ui ,那么(Ai + $Ai) + (Bi + $B i)K~ i( i =

1, 2,…, N ) 仍以M 作为它们的共同 QLF.而且,因

为 K~ i ∈ SK, 所以对于 P i , K~ i 仍满足式( 14) .□

利用 r 0表示可行 r 的最小上界. 即

r 0 = inf{rûM(Ai + $Ai + (Bi + $B i)K i) +

(Ai + $Ai + (Bi + $Bi )Ki ) TM≤

- rM, P i∈ +}.

　　对于系统( 4) , 给出基本假设:

假设 2　1) 切换系统(Ai + $Ai, B + $Bi) ( i =

1, 2,…, N ) 是鲁棒反馈可辨别的;

2) 2P m < r 0.

注2　假设2的 2) 对于后面进行采样估计是很

重要的. 直观地讲, 此不等式表示系统不能在一个

切换子模型停留的时间过长.

下面构建适应控制律. 令 h 为采样周期, xk =

x (kh) , Rk = R(kh) . 类似于文献[ 15] ,令 R0的估计 Rd0

是任意的, 并依次定义 Rk的估计,即

Rdk = ar g min
i
{‖xk - exp(h( (Ai + $Ai ) +

(Bi + $Bi )K Rdk- 1) )xk- 1‖}. ( 15)

　　由假设 2的 1) 和式( 9) , 存在 K1 ,…, KN 使得

(Ai + $Ai) + (Bi + $Bi )Ki 享有共同 QLFxTMx,

且对所有的 i , K i 满足式( 14) ,则有下列引理:

引理 2
[ 13]
　取适应控制律

u( t ) = K Rdk- 1x, (k - 1)h≤ t < kh;

得下列估计

P (Rdk = Rk≥ 1 - ∑
j≠R

k- 1

P R
k- 1

, j (h) . ( 16)

　　定理1　如果具有可观测切换律R( t )的切换系

统( 4) 是二次镇定的, 那么对于具有不可观测切换

律 R( t) 的系统( 4) , 如果满足条件假设 1和假设 2,

那么通过设计下列采样适应控制

u(k) = K Rdkx , kh≤ t < (k + 1)h, ( 17)

使其随机可镇定. 这里h > 0足够小,且Rdk(k = 1, 2,

3,…) 由式( 15) 确定.

证明　 首先选择 K i, i = 1, 2, …, N , 使得(Ai

+ $Ai ) + (B i + $B i)K i有共同二次Lyapunov函数

x
T
Mx.另外, 由于式( 14) 对所有的 K i 都成立,即

max
1≤i, j≤N

{‖(Ai + $Ai ) + (Bi + $Bi )Kj‖} = T.

可得估计

E‖xk+ 1‖
2
M ≤

E(‖xk+ 1‖2
Mû(R( t ) ≡ Rk) ∩

(Rk = R
d
k) ) + e

2Th
E‖x k‖

2
MP (R( t) ¢

Rk) + e2ThE‖xk‖2
MP (Rk≠ Rdk) ≤

e
- r

0
h
E‖xk‖

2
M + e

2Th
E‖xk‖

2
M(P (R( t ) ¢

Rk) + P (Rk≠ Rdk) ) , ( 18)

这里 kh≤ t < (k + 1)h.

下面只需要估计概率.利用式( 12) 和( 13) ,有

P (Rk≠ Rdk) ≤ h × Pm, ( 19)

可得到

P (R( t ) ¢ Rk) ≤

P (Rk+ 1≠ Rk) + ∑
N

S= 1∫
h

0
PRk, S( s) P S, Rk (h -

s) ds≤ P mh + NP 2
m∫
h

0
s(h - s) ds =

P mh +
1
6
NP 2

mh3 . ( 20)

将式( 19) 和( 20) 带入式( 18) 得

E‖xk+ 1‖2
M≤

e- r0hE‖x k‖2
M + e2ThE‖xk‖2

M(2P mh +

　　　
1
6
NP 2

mh3) = [ e
- r

0
h + e2Th( 2Pmh +
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1
6
NP 2

mh3 ) ]E‖xk‖
2
M µ ( 1 - r0h +

2P mh)E‖xk‖2
M. ( 21)

假设 2的2) 保证了存在一个 L, 0 < L< 1,使得当h

足够小时

E‖xk+ 1‖2
M≤ LE‖xk‖2

M,

它说明了

lim
t→+ ∞

E‖x t‖2
M = 0,

即

lim
t→+ ∞

E‖x t‖
2
= 0. □

　　注2　该结果可适用于任意维的切换系统. 但

一般来说, 对于具有可观测切换律 R( t ) , 目前仍没

有办法求得切换系统的共同二次Lyapunov函数.但

对于平面切换系统,已经得到易验证、可镇定的共同

Lyapunov函数存在的充要条件[ 12] .

4　适应控制的算法
　　采样适应控制的一个优点是它易于在计算机

上实现. 事实上, 式( 15) 仅能在采样时刻进行数值

计算.下面通过举列给出适应控制器设计的算法.该

算例中的共同 Lyapunov 函数和反馈律通过文献

[ 12] 中的算法得到.

例 1　考虑系统

xa= AR( x , t) x + bR( x, t)uR( x, t) ,

这里 R(x, t ) : R
2
× [ 0,∞) → {1, 2, 3, 4}, 它有 4个

切换子系统:

A1 =
1 2. 2

- 1. 8 - 2. 5
, b1 =

0

1
;

A2 =
0. 9 2. 345

- 2. 15 - 2. 50
, b2 =

1

2
;

A3 =
0. 4 1. 89

- 2. 2 - 2. 9
, b3 =

2

1
;

A4 =
0. 4 1. 912 5

2. 275 - 2. 850
, b5 =

1. 5

1
;

给出反馈增益为

K 1 = ( - 0. 2　 - 0. 5) , K2 = ( 0. 1　 - 0. 2) ,

K 3 = ( 0. 3　0. 1) , K 4 = ( 0. 4　0. 1) ,

相应地, 共同二次 Lyapunov函数矩阵为

M =
1 1

1 1. 1
.

对于以上给定的反馈和共同二次Lyapunov函数,可

取不确定项

$A1 =
0 0. 192 5

0. 195 0. 4
, $ b1 =

0

0. 1
;

$A2 =
- 0. 02 - 0. 097 5

0. 115 0. 27
, $ b2 =

0. 2

0. 1
;

$A3 =
- 0. 03 - 0. 092 5

0. 015 0. 12
, $b3 =

0. 1

0. 3
;

$A4 =
- 0. 06 - 0. 07

0. 01 0. 09
, $b4 =

0. 15

0. 1
;

容易计算系统( 4) 满足条件式( 7) ,即利用上述反馈

控制可使得在共同 Lyapunov函数 x TMx 下, 系统

( 4) 为可镇定的.

假设 1成立, R( t) 为一个不可观测的马尔可夫

随机过程,对于转移矩阵 Q, 取

max
1≤i≤10

qii = 0. 8,

则 Pm = 0. 8.

首先令K = K 1 = ( - 0. 2,　 - 0. 5) , 容易检

验不等式( 14) 是满足的. 因此假设 2的 1) 成立. 可

取 1. 61 < r 0 < 1. 65. 在此取 r 0 = 1. 61. 很明显假

设2的2) 是成立的. 根据定理1, 切换系统( 4) 是适

应可镇定的.

5　结　　论
　　本文讨论了具有参数不确定的线性马尔可夫跳

系统的镇定问题. 假设相应可观测切换律的切换系

统的二次镇定问题是可解的, 则对于切换律符合不

可观测的马尔可夫随机过程, 可得到适应可镇定问

题可解的充分条件.本文推广了文献[ 13]的结果到

参数不确定的情况,并通过一个例子给出适应控制

器设计的算法.
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模型经 10次更新后,对于图 3中被监测的止逆

环故障数据,其在线监测SPE控制图如图4所示,与

图 3的SPE图比较,图4的 SPE统计控制限经 10次

调整后,控制限存在显著的差异.调整后的子时段模

型及统计控制限随着新增加的建模数据逐渐趋向于

正常间歇操作之间的统计分布, 而且在某些时段的

过渡之间(如在 350～ 450之间) , 其对故障的监测

能力提高了.

4　结　　论

　　本文提出的子时段PCA 建模、监测方法,具有

以下特点:

1) 初始模型只需要一次正常操作的数据, 适合

那些过程反应慢、间歇操作周期长、数据采集比较困

难的间歇工业过程;

2) 多模型建模方式. 在每个不同相关性特征

的子数据空间分别建立子模型, 不同操作阶段切换

不同的子模型,提高检测幅值较小故障的能力;

3) 准确性. 在线监测算法不需要预测将来的

测量数据,可实现快速的故障检测和诊断, 因此与其

他需要利用状态预报的各种诊断技术相比精度更

高;

4) 此方法容易推广应用于不等长间歇工业过

程.
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