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摘　要: 系统地论述了迭代学习控制的发展和研究现状,包括学习算法及其各种分析方法、与其他控制技术的结合

及其应用都作了的总结. 重点对迭代学习控制研究的前沿问题:基于频域分析的迭代学习控制、基于 22D 理论的迭代
学习控制、基于L yapunov直接法的迭代学习控制、最优化迭代学习控制和采样迭代学习控制进行阐述. 最后讨论了

目前研究中存在的问题及未来的研究方向.
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1　引　　言
　　迭代学习控制的思想最先是由日本学者

U ch iyam a [1 ]提出的, 只是未引起人们广泛的关注.

一般认为, A rimo to [2 ]在 1984 年提出的学习算法被

认为是关于迭代学习控制的开创性研究.

迭代学习控制适合于一类具有重复运行特性的

被控对象,其任务是寻找控制输入,使得被控系统的

实际输出轨迹在有限时间区间上沿整个期望输出轨

迹实现零误差的完全跟踪,并且整个控制过程要求

快速完成[3 ].

迭代学习控制经过近 20年的发展,无论在理论

还是在应用上都取得了丰硕的成果. 本文系统总结

了迭代学习控制学习算法及其各种分析方法、与其

他控制技术的结合及其应用,重点阐述了近年来迭

代学习控制在频域分析、22D 理论方法、能量函数方
法、最优化分析方法及其采样迭代学习控制等前沿

问题的研究进展.

2　迭代学习控制的基本原理及数学描述 [3, 4 ]

　　迭代学习控制的基本原理如图1所示.

图 1　迭代学习控制基本原理

假定所有的信号都定义在有限时间区间内,即

t∈ [ 0, tf ],下标 k 表示迭代次数. 控制策略如下: 在
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第 k 次迭代时的输入 uk ( t) 作用于系统对应的输出

响应 y k ( t) ,这些信号都存放于存储器中直到迭代结

束,它们用于迭代学习控制算法的离线计算. 然后根

据系统实际输出和期望输出的偏差 ek ( t) = y d ( t) -

y k ( t) ,通过学习控制律计算出新的输入信号 uk+ 1 ( t)

存放于存储器中, 再次作用于系统, 如此重复, 直到

偏差信号趋于 0, 即实际输出信号可完全跟踪期望

输出信号.

迭代学习控制问题如下: 假定有一动态系统 S:

y ( t) = f S (u ( t) , t) ,其中 f S (õ, õ) 为一个连续映射,

则希望输出y ( t) 跟踪期望输出信号y d ( t). 该问题等

价于寻找最优的输入 u3 ( t) ,使得

m in
u ( t)
‖y d ( t) - f s (u ( t) , t)‖ =

‖y d ( t) - f t (u 3 ( t) , t)‖. (1)

　　迭代学习控制方法是指用迭代的方法产生输

入信号 u ( t) 序列收敛于最优信号 u3 ( t) , 即寻找一

个序列: u k+ 1 ( t) = f L (u k ( t) , y k ( t) , y d ( t) , t) , t∈ [ 0,

tf ],使得

lim
k→∞

u k ( t) = u 3 ( t). (2)

3　迭代学习控制的学习算法及其分析方法
　　线性离散系统

x ( t + 1) = A x ( t) + B u ( t) ,

y ( t) = Cx ( t).
(3)

其中: t∈ [ 0,N ],N = T öh , T 为最大时刻, h 为采

样周期;假定初始状态x (0) = 0, x (õ) ∈R n; u (õ) ∈

R l, y (õ) ∈ R m ; A ,B 和 C 为相应维数的矩阵. 系统

(3) 表达为向量形式: y k = Gu k ,其中G是由M arkov

参数 h i = CA i- 1B ( i = 1, 2,⋯,N ) 组成的矩阵.

迭代学习算法从最初A rimo to 提出的D 型算

法[2 ] ,发展到 P 型、PD 型、P ID 型、高阶学习算法以

及带遗忘因子的学习算法[5～ 9 ]. 并在以上线性学习

算法的基础上,又相继提出了N ew ton 型、割线型等

非线性学习算法[10 ] ,可明显提高学习算法的收敛速

度. 其中线性 P 型算法是常见的一类迭代学习控制

算法

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + T p ek ( t + 1) , (4)

由式 (3) , (4) 可推导出偏差关系式: ek+ 1 = ( I -

CB T p ) ek. 下面详细介绍迭代学习控制在收敛性分

析及其分析方法上的研究进展.

3. 1　收敛性分析

学习算法的收敛性分析是迭代学习控制的核心

问题,这方面的研究成果已很丰富. 对于模型 (3) 分

析学习算法 (4) 的收敛性,可有以下两种分析方法:

1) 压缩映射方法: 即系统要求满足全局

L ip sch itz 条件和相同的初始条件, 如果 ‖I -

CB T p‖ < 1,则有

‖ek+ 1‖ = ‖ ( I - CB T p ) ek‖≤

‖I - CB T p‖‖ek‖ < ‖ek‖, (5)

可知算法是单调收敛的. 该方法依赖于范数的选择,

常用的有 l1范数、l2范数、l∞范数及Κ范数. 在收敛性

证明过程中常用到Bellm an2Gronw all引理.

2) 谱半径条件法:如果Θ( I - CB T p ) < 1,则有

　　 lim
k→∞
‖ek‖ = lim

k→∞
‖ ( I - CB T p ) e0‖ =

　　 lim
k→∞

Θ( I - CB T p ) k‖e0‖, (6)

即lim
k→∞

ek = 0.

3. 2　频域分析方法

从频域的角度分析和设计迭代学习算法[11 ] 与

时域分析方法一样受到关注. 因为频域分析方法中

收敛条件可从无限频带放松到有限频带, 所以在迭

代学习控制鲁棒性分析和实际应用中, 广泛使用频

域分析方法. N o rrloβf [12 ] 对一类具有扰动的线性系

统

y k = Gu k + T ry d + T d d k + T nnk , (7)

其中 d k和 nk分别为负载扰动和量测扰动. 提出的学

习算法为: u k+ 1 = Q (q) (u k + L (q) ek) , 使用频域方

法 分 析 得 到 了 收 敛 条 件 为: ûQ (e jw T ) ûû1 -

L (e jw T )G (e jw T ) û < 1,分析了滤波器Q (q) 的选择对

系统稳定性的影响及其扰动的消除, 并对算法的鲁

棒性作了分析.

3. 3　基于 2-D 理论的分析方法

迭代学习控制系统的学习是按两个相互独立的

方向进行:时间轴方向和迭代次数轴方向,因此可以

说迭代学习过程本质上是二维系统. 系统模型 (3)

和学习算法 (4) 分别表示成 22D 形式,即

x ( t + 1, k ) = A x ( t, k ) + B u ( t, k ) ,

y ( t, k ) = Cx ( t, k ) ;

u ( t, k + 1) = u ( t, k ) + T p e ( t + 1, k ). (8)

　　令

e ( t, k ) = y d ( t) - y ( t, k ) ,

Γ( t, k ) = x ( t - 1, k + 1) - x ( t - 1, k ) ,

则 22D 控制误差系统用 22D Roesser模型可表达为

Γ( t + 1, k )

e ( t, k + 1)
=

A B T p

- CA Im - CB T p

Γ( t, k )

e ( t, k )
. (9)

　　这样便可利用成熟的22D 系统理论系统地研究
和分析时间域的稳定性和迭代次数域的收敛性问

题. 22D 系统的稳定性理论为迭代学习控制的收敛
性证明提供了一种非常有效的方法; 22D 系统理论
中的Roesser模型成为迭代学习控制中最基本的分
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析模型.

Fang [13, 14 ] 对具有不确定或可变初始条件的线

性多变量离散系统,利用 22D 理论对迭代学习算法
进行研究, 即使系统参数受到较小的扰动或每次迭

代的初始条件都是变化的, 也可以保证学习的收敛

性. Galkow sk i[15 ] 基于 22D 理论中线性矩阵不等式
分析和设计迭代学习控制器, 既可以分析系统稳定

性的边界值的问题, 又可以分析学习算法的收敛性

和鲁棒性. 并针对基于极大值原理的非线性动态系

统最优控制算法存在解困难的问题, 提出了将线性

矩阵不等式应用到一类连续 2离散系统迭代学习控
制的稳定性分析和控制器设计中来解决该问题[16 ].

3. 4　基于L yapunov直接法的设计方法

L yapunov 直接法已广泛用于非线性动态系统

的控制器设计和分析中, 在研究非线性不确定系统

时, 该方法被认为是最重要的应用工具之一. 受

L yapunov直接法的启发,在时间域和迭代域能量函

数的概念得到研究[17, 18 ] , 它提供了学习控制在迭代

域设计和收敛性分析方面一种新的研究方法.

基于迭代域能量函数的迭代学习控制方法[19 ] ,

发展了鲁棒[20 ]和自适应学习控制[21 ] ,可解决具有参

数或非参数不确定性非线性系统控制器的设计.

近来反映时间域和迭代域系统能量的组合能量

函数方法也应用于迭代学习控制[18, 22 ] , 它可以保证

在迭代域跟踪误差的渐近收敛以及在时间域具有有

界和逐点跟踪的动态特性, 并且控制输入在整个迭

代区间内是范数收敛的, 适用于一类不具有全局

L ip sch itz 条件的非线性系统. 通过能量函数的方

法,许多新的控制方法, 如反演设计[23 ] 和非线性优

化[24 ] , 都作为系统设计工具应用到迭代学习控制

中.

3. 5　最优化分析方法

迭代学习控制方法是采用迭代的方法使输入信

号完全跟踪或至少渐近收敛于期望输入信号, 考虑

到系统和实际因素, 要求在每次迭代过程中跟踪误

差不能特别大, 因此运用最优化指标的分析方法设

计学习算法.

1) 梯度法

最早是Togai[25 ]将最优化方法运用于迭代学习

控制设计中,针对模型 (3) ,提出了性能指标函数

J (u k ) =
1
2

ek ( t + 1) T ek ( t + 1). (10)

通过分别使用最速下降法、N ew ton2R aph son 法和

Gau ss2N ew ton 法分别得到以下 3 种不同增益的学

习算法,即

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + T pB
Tek ( t + 1) ,

u k+ 1 ( t) = u k ( t) +
‖ek ( t + 1)‖2

‖B T ek ( t + 1)‖2B
Tek ( t + 1) ,

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + (B TB ) - 1B Tek ( t + 1). (11)

　　2) 带输入惩罚项的分析方法

T ao [26 ] 针对模型 (3) 提出了最优化指标为

J (u k+ 1) = eT
k+ 1Q ek+ 1 + uT

k+ 1R u k+ 1, (12)

由最优条件得到学习算法为

u k+ 1 ( t) =

u k ( t) + (R + G TQ G ) - 1G T (ek - R u k ). (13)

在此基础上为了保证输入函数是光滑的, 将性能指

标修改为

J (u k+ 1) = eT
k+ 1Q ek+ 1 + uT

k+ 1R u k+ 1 +

∃ [u k+ 1 ]TR 2∃ [u k+ 1 ]. (14)

其中

∃u k+ 1 ( t) = u k+ 1 ( t + 1) - u k+ 1 ( t) ,

∃ [u k+ 1 ] =

[u k+ 1 (0) , ∃u k+ 1 (1) ,⋯, ∃u k+ 1 (N - 1) ]T.

　　3) N ew ton2R aph son 方法

Go rinevsky [27 ] 运用性能指标函数将迭代学习

控制应用于非线性系统. 给定的性能指标函数为

J = ‖e‖2 + Θ‖u‖2, Θ> 0. (15)

对于非线性模型 y = f (u ) , 进行线性化, 然后对线

性化模型最小化 J ,得到学习算法为

u k+ 1 = u k - (ΘI + f ′T (u k ) f ′(u k ) ) - 1 ×

(f ′T (u k ) ek + Θu k ). (16)

　　4) 具有输入不等式约束的分析方法

Gunnarsson [28 ] 对于具有不等式约束 (uk+ 1 -

u k) T (u k+ 1 - u k ) ≤ ∆的对象模型 (3) ,考虑如下性能

指标函数

J (u k+ 1) = eT
k+ 1W eek+ 1 + uT

k+ 1W uu k+ 1, (17)

通过引入L angrange乘子 Κ将不等式约束加入到性
能指标函数中,得到一个新的性能指标函数

Jθ (u k+ 1) = eT
k+ 1W eek+ 1 + uT

k+ 1W uu k+ 1 +

Κ(u k+ 1 - u k ) T (u k+ 1 - u k ). (18)

由最优条件得到学习算法为

u k+ 1 = Q (u k + L ek ). (19)

其中

Q = (W u + ΚI + G TW eG ) - 1 (ΚI + G TW eG ) ,

L = (ΚI + G TW eG ) - 1GTW e.

　　5) 范数最优化方法

Am ann [29 ] 和L ee [30 ] 分别独立提出了范数性能

指标函数

J (u k+ 1) = ‖ek+ 1‖2
Q + ‖u k+ 1 - u k‖2

R. (20)

针对模型 (3) ,前者通过最优条件得到了一个非因果

的学习算法: u k+ 1 = u k + R - 1G TQ ek+ 1; 而后者则得
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到了一个因果的学习算法: uk+ 1 = u k + (G TQ G +

R ) - 1GTQ ek+ 1. Am ann [31 ] 在此基础上又提出了一种

基于预测误差和控制增量函数的性能指标函数

J k+ 1, n (u k+ 1) =

∑
n

i= 1
Κi- 1 (‖ek+ i‖2 + ‖u k+ i - u k+ i- 1‖2). (21)

其中: Κ为权值参数, n 为预测步长. 由最优条件求得

学习算法为

u k+ 1 = u k + G 3 ( I + ΚQ N - 1) ek+ 1. (22)

式中: G 3 为G 的伴随矩阵,Q N - 1 为关于 Κ的函数矩
阵.

7) 参数最优化方法

通过以上运用不同性能指标函数求得的各种学

习算法,可以看出含有因果项和非因果项,这就增加

了实际控制过程中测量和执行的难度. 为了寻找更

加简单的学习算法,Ow en s[32 ] 提出了一种对增益参

数实现最优化的方法. 针对模型 (3) 和前馈学习的

算法,即

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + Κk+ 1ek+ 1 ( t + 1) , (23)

其增益参数Κk+ 1的值是由性能指标函数的最优解所

决定

J (Κk+ 1) = ‖ek+ 1‖2 + ΞΚ2
k+ 1, Ξ > 0. (24)

根据最优条件得到

Κk+ 1 =
eT

k Gek

Ξ + eT
k G TGek

. (25)

haβtoβnen [33 ] 使用相同指标函数对预测学习算法

u k+ 1 ( t) = M - 1
k+ 1{u k ( t) + Κk+ 1y d ( t + 1) -

　　 　 Κk+ 1CA x k+ 1 ( t) },

M k+ 1 = (1 + Κk+ 1CA ) - 1 (26)

进行参数最优化,得到最优参数为

Κk+ 1 =
eT

k+ 1Gek+ 1

Ξ + eT
k+ 1G

TGek+ 1
. (27)

4　采样迭代学习控制
　　连续系统实现迭代学习控制通常需要依赖计算

机控制技术,所以要考虑采样周期对学习算法收敛

性的影响,关于采样迭代学习控制的研究也取得了

一定的成果. Ch ien [34 ]对于一类非线性系统提出了

一种采样迭代学习控制,并利用Κ范数证明了算法
在各采样点上的收敛性,接着又研究了一类非线性

系统的采样迭代学习控制,并利用模糊网络来实现

学习增益矩阵[35 ]; Park [36 ]对具有不确定控制时滞的

线性时不变系统提出了一种基于采样的迭代学习控

制算法,同时证明了系统满足一定条件时跟踪误差

在各采样点上的收敛性; Fang [37 ]针对一类具有状态

时滞的连续系统提出一种采样迭代学习控制算法,

该算法可保证系统输出无论在采样点或非采样点

上,都能以指数收敛速率收敛至期望输出的一个与

采样周期有关的误差范围内.

5　与其他控制技术的结合及其应用
　　在实际系统中还有一类系统具有非参数 (集总)

非线性不确定性,研究这类系统常用的技术是以黑

箱逼近理论为特征的智能控制方法. 迭代学习控制

与这些控制技术相结合的研究也取得了很多成果,

如基于神经网络的迭代学习控制、基于模糊技术的

迭代学习控制、基于小波分析的迭代学习控

制[38, 39, 18 ]等.

迭代学习控制除了在理论上获得了很大发展

外,同时也广泛应用于实际控制工程领域,其中最主

要的应用之一就是在机器人控制方面,如刚性机器

手控制[40 ]、机器人视觉伺服控制[41 ]; 另外,迭代学习

控制还用于许多实时性要求较高的工业控制过程

中[42, 43 ].

6　存在的问题和未来研究的方向
　　迭代学习控制虽然在理论和应用方面都取得了

很多成果,但就目前的研究状况来看,迭代学习控制

理论还处于发展和完善阶段,存在诸多问题有待解

决,这也是研究的目标和方向.

1) 基于能量函数的迭代学习控制在离散系统

中的研究. 已有的分析方法都是针对连续系统,对于

离散系统还需解决能量函数表达的问题.

2) 自适应迭代学习算法的研究. 目前的学习算

法大部分都是固定参数的,为了提高学习算法的收

敛性能,需要进一步研究在迭代域和时间域上的自

适应学习机制.

3) 非线性系统的最优迭代学习控制. 迭代学习

控制可以解决一类参数不确定性系统的跟踪控制问

题,而最优控制只能用于系统确定性部分. 如何构造

一个性能函数量化和评价迭代学习控制在迭代域上

不确定性部分的动态性能,是值得关注问题.

4) 与其他控制技术结合的问题. 对于与统计学

习、机器学习等方法的结合至今仍未见报道,需进一

步研究,提出一些新颖的控制方法.

迭代学习控制的提出主要是用于解决非线性对

象的模型和参数不确定性所带来的跟踪控制问题,

在不断学习过程中改善系统控制性能. 由于系统类

型和控制形式的多样性,造成所设计学习控制算法

收敛性具有很大的局限性,即依赖于特定系统和相

同的初始条件. 未来迭代学习控制的研究将从基本

概念和分析方法上解决系统复杂性和收敛多样性所

带来的问题.

收敛性和收敛速度始终是迭代学习控制研究的

重要课题之一,如何利用系统的先验知识及其先前
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学习的信息提高收敛速度,如何将特定研究的系统

类型扩展到含有时滞、不确定系统,都是很有价值的

研究课题.

另外在迭代学习控制的实际应用中,对于系统

参数未知的情况,如何选取满足学习收敛条件的增

益是一个比较重要的环节. 特别是采用时变或非线

性的学习增益时,如何选取增益使得收敛性条件始

终成立是一个值得进一步研究的问题.

还有很多关于迭代学习控制的开放性课题有待

于研究,需要不断发展和完善迭代学习控制这一崭

新的控制学科.
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