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摘　要: 采用一种新的基于解空间分解的定量分析方法,对遗传算法的种群进化过程进行分析,阐明了选择、交叉和

变异操作的寻优机理,给出了子代种群在解空间上的概率分布情况;理论上,证明了遗传算法具备寻找全局最优解的

能力,并给出了具备寻找全局最优解能力的充分必要条件,即证明了积木块假设的结论是成立的. 同时,建立了二进

制编码有限群体的M arkov链模型,计算出在用于静态优化问题的交叉和变异操作下,种群在解空间上概率分布情况

以及收敛到最优解的概率,并讨论了产生早熟现象和GA 2欺骗问题的原因.
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Abstract: A new app roach based on decompo sit ion of so lu tion space acco rding to difference of geno type is p resen ted

to analyze quan tita t ively the evo lu tionary course of popu lat ions of GA. T he analysis yields new insigh t in to the

p ropert ies of the th ree phases, m utation, cro ssover, and fitness select ion of a genetic algo rithm by rep resen ting

them as acting on the so lu tion space. T he p robab ility distribu te of popu lat ions over so lu tion space can be calcu la ted

by th is app roach. T heo retically, the capab ility of finding the global op tim um is p roved, and a necessary and

sufficien t condit ion is ob tained nam ely, the conclusion of bu ilding b lock hypo thesis is p roved. M eanw h ile, under

cro ssover o r m utation operato r app lied to sta t ic op tim ization p rob lem s, the p robab ility distribu tion of popu lat ions

over so lu tion space can be calcu la ted by m eans of a fin ite M arkov chain model, and the p robab ility of GA converging

to the global op tim um also can be estim ated. F inally, the reasons abou t GA decep tive p rob lem and p rem ature

convergence are discussed.

Key words: Genetic algo rithm ; D ecompo sit ion of so lu tion space; Building b lock hypo thesis; M arkov chain; GA 2

hard and GA 2easy p rob lem ; P rem ature convergence

1　引　　言
　　遗传算法自诞生以来,在各个领域中已得到了

广泛应用,但相关的基础理论研究却远落后于算法

发展. 由于遗传算法 (GA )的理论基础不完善[1 ] ,导

致它在应用中暴露出许多问题,其主要表现是对遗

传算法随机搜索机理的研究不够深入,原因在于缺

少有效的分析方法和工具[2～ 6 ]. 在搜索机理的研究

方面, Ho lland 提出了模式定理[7 ] ,以及积木块假设

和隐并行性的分析. 模式定理和积木块假设分别说

明遗传算法具有寻优的可能性和寻找到最优样本的

能力,但该结论并未得到证明. 在解决建筑积木块假

设成立与否的问题上,目前主要集中于对所谓遗传

算法的欺骗函数研究上. 应用性研究仅限于特定的

实现[8 ] ,对其在大量应用中所表现出的全局优化能



力未做出理论证明,并尚未找到一个恰当的度量和

论证方法精确刻画GA 在不同实现下的寻优过程.

针对这些问题,提出了一种新的分析遗传算法

的进化过程和收敛性的方法,可精确地刻画种群的

进化行为,理解GA 是如何解决问题的. 该方法首先

对解空间进行分区,将整个解空间分成不同的子空

间,这样避免了因解空间过大给分析带来的复杂性.

在子空间上,容易阐明选择、交叉和变异操作的寻优

本质,并严格地证明了遗传算法具有寻找最优解的

能力,给出了遗传算法寻找最优解的充分必要条件,

即证明了积木块假设的结论成立. 进而分析了产生

GA 难于求解的 (所谓GA 2难问题)和易于求解 (所

谓GA 2易问题)的原因.

R udo lph 在文献 [ 9 ]中证明了标准遗传算法在

概率意义下不收敛,采用精英保留策略可保证算法

在概率意义下的收敛. Fogel证明了,当不使用变异

算子时, 所生成的M arkov 链将存在吸收态[10 ].

Go ldberg 在文献[ 11 ]中采用M arkov 链分析方法对

一种只有变异和复制的遗传算法的收敛性进行了分

析. 大致地说,遗传算法过早收敛现象发生在算法种

群演化到一种非全局最优状态,它使得算法的进一

步迭代已不能产生更佳可行解. 还有大量文献研究

了遗传算法的收敛性[12～ 14 ] ,并提出一些克服方法.

但本文提出了一种新的收敛性定量分析方法,它根

据遗传算法的寻优机理,在解空间分区和所建立的

二进制编码有限群体M arkov 链模型基础上进行分

析的. 与文献[ 9, 11, 15, 16 ]中方法的最大区别是当

用于静态优化问题的交叉和变异操作时,能够计算

出种群在解空间上的概率分布情况和种群收敛到某

个吸收态的概率等,并得到过早收敛现象的起因、表

现特征及预防措施,因此更加深刻地揭示了遗传算

法的寻优本质及其特点. 该方法具有一般性,可用于

进一步分析和证明已有文献中的一些关于GA 收敛

性的结论和产生早熟收敛现象的本质原因.

2　遗传算法机理的分析
　　遗传算法是由Ho lland 教授于 1969 年提出,并

经D e Jong 和Go ldberg 等归纳总结所形成的一类模

拟进化算法,其运行过程为一个典型的迭代过程. 算

法的准备工作包括:

1) 选择编码策略,将参数集合X 映射到个体空

间H = {0, 1}L ;

2) 定义适应度函数 f (x i) ;

3) 确定遗传策略, 选择操作、交叉操作和变异

操作的方法.

遗传算法的基本流程如下:

1) 初始化群体大小N , 交叉概率 p c, 变异概率

pm 等参数,随机生成初始种群X (0) ;

2) 计算种群中个体的适应度;

3) 按照遗传策略,对第 t代种群X ( t) 进行选择

操作、交叉操作和变异操作,形成下一代的种群 X ( t

+ 1) ;

4) 判断算法是否满足停止准则, 如果不满足,

则返回到步骤 2) ;

5) 如果满足,则输出种群中的最大适应度值的

个体作为最优解 x 3 ,终止计算.

以下分析中, 在遗传算法中采用一点交叉和均

匀变异操作. 其他改进算法也可得到与之类似的结

论.

2. 1　遗传操作的机理分析

设H = {0, 1}L 为个体空间, H N 为N 个个体种

群空间. 若设个体 x i = (x i0, x i1,⋯, x i, 2L - 1) ∈H ,则

X ( t) = (x 0 ( t) , x 1 ( t) ,⋯, x N ( t) ) 或简记为 X ( t) =

(x 0, x 1,⋯, x N ) , t≥ 0表示第 t代种群.

定义 1　个体 x i = (x i0, x i1,⋯, x i, 2L - 1) 中占有

一定位置的基本遗传单位称为基因, 染色体中其余

的部分称为该基因的互补基因, 两个染色体中位置

相同的基因为等位基因,基因的类型称为基因型.

例如, x i1 为一个基因, 个体 x i = (x i0, x i1,⋯,

x i, 2L - 1) 处于高k位的基因 (x i0, x i1,⋯, x i, k- 1) 称为高

位基因, 其余部分为与此高位基因对应的低L - k

位基因 (x ik , x i, k+ 2,⋯, x i, 2L - 1) ,即高位基因的互补基

因.

高位基因在个体编码中的权值较大, 它决定个

体的在解空间全局位置, 是个体全局分布性的基因

型;低位基因在个体编码中的权值较小,它决定了个

体在高位基因附近的局部位置. 交叉操作实际上是

等位基因互相交换位置. 交叉和变异操作可分别表

示为

x a = C (x m , x n) , x a ∈X ( t + 1) ,

　　　x m , x n ∈X ( t) ; (1)

x b = M (x m ) , x b∈X ( t + 1) ,

　　　x m ∈X ( t). (2)

　　 定义 2　 设编码长度为 L 的解空间 (个体空

间)H = {x 0, x 1,⋯, x 2L - 1},令V L
0 = x 0,V L

1 = x 1,⋯,

V L
2L - 1 = x 2L - 1. 将解空间H 按个体的高位基因长度

j (0≤ j≤L - 1) 分解成2 j个不同的子区间,V j
i , i∈

{0, 1,⋯, 2 j - 1},且V j
i 满足

V j
i = {V j+ 1

k : k = 2i∪ 2i + 1}, (3)

该分区方法称为 j 级分区, 每个子区间称为一个分

区.

在 j 级子空间V j
0,V j

1,⋯,V j
2 j - 1 中,与其中的V j

i
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具有相同的低 s (s > L ) 位基因的分区集合记为U j
i, s,

且满足U j
i, s = {V j

r: r∈ k i},其中

k i = {n = 2L - sm + i,

0≤ n ≤ 2j - 1, 0≤ i≤ 2L - s}, (4)

即

k 0 = {n = 2s- (L - j )m },

k 1 = {n = 2s- (L - j )m + 1) ,

�
k 2L - s- 1 = {n = 2s- (L - j )m + 2L - s - 1}. (5)

　　以编码长度为L = 4的解空间为例,其分区情

况如表 1所示.

表 1　编码长度为L = 4的解空间H 的分区

V 0
0 = H

V 1
0 V 1

0

V 2
0 V 2

1 V 2
2 V 2

3

V 3
0 V 3

1 V 3
2 V 3

3 V 3
4 V 3

5 V 3
6 V 3

7

x 0 x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 x 8 x 9 x 10 x 11 x 12 x 13 x 14 x 15

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

1

1

0

1

0

0

0

1

0

1

0

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

0

1

0

0

1

1

0

1

0

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

　　其中: V 3
0 = V 4

0 ∪V 4
1,V 3

1 = V 4
2 ∪V 4

3,⋯,V 3
7 =

V 4
14 ∪V 4

15,与V 3
0具有相同低 s位基因分区的集合分

别为U 3
0, 2和U 3

0, 3. 因为L = 4, j = 3,所以当 s = 2时,

k 0 = {n = 2s- (L - j )m } = {0, 2, 4, 6},U 3
0, 2 = {V 3

0,V 3
2,

V 3
4, V 3

6};当 s = 3时, k 0 = {n = 2s- (L - j )
m } = {0, 4},

U 3
0, 3 = {V 3

0,V 3
4}.

对解空间分区进行如下说明:

1) 通过将解空间分成不同的子空间,使种群中

的个体按遗传基因的性质进行分类. 不同的分区有

不同的遗传特性,对产生后代的作用也不同.

2) 假设优化问题的最优解附近某个邻域 ∆称
为最优解区间. 最优解区间 ∆内的每一个解均满足
优化问题的精度或性能要求, 因此, 利用遗传算法

时,关键是要得到最优解附近某个邻域 ∆内的至少
一个解. 邻域 ∆的大小根据具体问题和求解的精度
要求确定.

3) 当 ∆充分小时,即 ∆内仅包含一个个体, ∆=

{x i ( t) }∈X ( t).

遗传算法本质上是一个具有导向的随机搜索技

术. 其导向机制趋向于在适应度高的父代个体“家

族”的邻域内进行搜索. 交叉操作实现了遗传的功

能,即将二进制编码的个体看作一个染色体,单点交

叉时,保留一部分的原来的基因的性状,基因的性状

可描述为:高位基因在个体编码中的权值大,限定了

个体的全局位置;低位基因的权值小,仅表示个体在

对应高位基因分区中的局部位置. 定理 1 对此进行

了定量描述.

定理 1　设在种群X ( t) = (x 0, x 1,⋯, x N ) 中任

意选中两个个体 x i和 x j 作为交叉操作的父代个体,

p c 为交叉概率,L 为个体编码长度,进行交叉操作后

其子代个体可能保留在 x i 或 x j 所在分区内的概率

为 p cro ss≥ 1 - 1 -
j

L - 1
p c.

根据一点交叉操作的结果很容易证明定理 1的

结论. 如设L = 10, j = 3, p c = 0. 6时, p cro ss≥ 1 -

1 -
3

10 - 1
× 0. 6 = 0. 6. 这说明单纯交叉算子

作用是使子代出现在父代附近的概率较大, 也就是

说交叉的局部搜索作用较强, 因此可将单纯的交叉

操作看作局部搜索算子. 但事实上,遗传算法总是存

在选择操作,它导致交叉操作后,子代个体易集中出

现于有较大选择优势的基因所组合的分区内. 由定

理 2可知,选择操作在交叉操作时,对决定种群的进

化方向有重要作用.

定理 2 (基因重组定理)　设任意种群 X ( t) =

(x 0, x 1,⋯, x N ) ,通过一次选择、交叉操作,种群搜索

到解空间的任一分区V j
i 的概率如下:

p scro ss{V j
i } =

1
L - 1∑

j

k= 1

(p s{V k
[ iö2k- j ]}× p s{U j

i,L - k }) p c +

p s{V j
i } 1 -

j
L - 1

p c . (6)

其中: p c 为交叉概率, p s{V k
[ iö2k- j ]} 表示集合V k

[ iö2k- j ]

中个体被选择的概率, [ iö2k- j ]表示取 iö2k- j 的整数

部分, p s{U j
i,L - k }表示集合U j

i,L - k 中个体被选择的概

率.

证明

p scro ss{V j
i } =

p {x a ∈V j
i: x a = C (x m , x n) , (x a ∈X ( t + 1) ,

x m , x n ∈X ( t) ) } = p s{V j
i } (1 - p c) +

L - j - 1
L - 1

p s{V j
i }p c +

1
L - 1∑

j

k= 1

(p s{V k
[ iö2k- j ] ×

p s{U j
i,L - k }) p c =

1
L - 1∑

j

k= 1

(p s{V k
[ iö2k- j ]}×

p s{U j
i,L - k }) p c + p s{V j

i } 1 -
j

L - 1
p c . □

　　由定理 2可知,某代种群搜索到最优解所在V j
i

区间内概率 p scro ss{V j
i }的大小与下面 3个因素有关:

1) 与V j
i 中个体具有相同高 k 位基因的所有个

体组成的集合被选择的概率;

2) 与V j
i 中个体具有相同低L - k 位基因的所
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有个体组成的集合被选择的概率;

3) 交叉概率.

定义 3　设在 j 级分区下,种群X ( t) 中有个体

出现的分区集合A ( t) = {V j
i: x m ( t) ∈V j

i }, 子代种

群X ( t + 1) 中有个体出现的分区集合A ( t + 1) =

{V j
i: x m ( t + 1) ∈V j

i },则称

Κcro ss = ∑
i∈A ( t)

p scro ss{V j
i } ∑

i∈A ( t+ 1)
p scro ss{V j

i } (7)

为交叉搜索率.

1) 当 Κcro ss > 1时,种群的交叉操作表现为全局

搜索性, Κcro ss越大全局搜索性越强;

2) 当 Κcro ss≤ 1时,种群的交叉操作表现为局部

搜索性, Κcro ss越小局部搜索性越强;

3) 当 Κcro ss = 0时,种群的交叉操作完全收敛.

选择和交叉操作有时表现出全局搜索性, 有时

表现出局部搜索性,它可用Κcro ss的大小衡量. 如果某

时刻的种群在解空间上接近均匀分布, 种群的基因

类型较多, 且选择作用较小时, 经过交叉操作后, 由

定理 2可知种群的子代个体在解空间的各个分区内

出现的概率几乎相等. 此时,相当于在解空间上进行

全局搜索,这种情况一般发生在种群的进化初期. 但

当种群过分集中于某个区域内, 种群中的基因类型

比较单一或因选择较强作用时, 都可能使得种群在

交叉操作后, 子代个体集中于解空间的某个局部区

域概率很大, 此时交叉操作体现出很强的局部搜索

性,这种情况一般发生在种群进化的后期.

推论 1　 设在 j 级分区下, 对于种群 X ( t) =

(x 0, x 1,⋯, x N ) 有:

1) 若 Π x i 满足 x i∈V j
i ,则 p scross{V j

i } = 1;

2) 若{x i: x i∈V j
i } = Á ,则 p scro ss{V j

k: k ∈ i} =

0.

证明　1) 由已知得, p s{V j
i } = 1;又当 1≤ k ≤

j 时, p s{V k
[ iö2k- j ]} = p s{U j

i,L - k } = 1,于是,根据定理

2,有

p scro ss{V j
i } =

1
L - 1∑

j

k= 1
p c + 1 -

j
L - 1

p c = 1.

　　2) 当 1≤ k ≤ j 时,由于{x i: x i∈V j
i } = Á ,则

p s{U j
i,L - k } = 0,当 j + 1≤ k≤L 时, P s (V j

[1ö2k- j ]) =

P s{Á } = 0, 又因为 p s{V j
i } = P s{Á } = 0, 所以

p scro ss{V j
k: k ∈ i} = 0. □

推论 1说明了, 如果种群全部集中于某个分区

V j
i 内, 那么经交叉操作, 后代个体全部集中在该分

区内, 也就是说不可能在该分区以外的同级别的分

区内有个体出现. 交叉操作与种群基因多样性的关

系密切, 交叉操作在解空间搜索范围只限于当代种

群所包含基因的可能组合区域.

定理 3 (遗传定理)　通过选择和交叉操作的作

用,遗传算法能够寻找到全局最优解的充分必要条

件是种群中至少包含一对全局最优解的高位基因及

其互补基因.

证明　1) 充分性: 设全局最优解 x 3 ∈V j i ,种

群中包含全局最优解基因及其互补基因,那么,包含

全局最优解的高 k 位基因个体被选择概率

p s{V k
[ iö2k- j ]} > 0,同时,包含低L - k 位基因个体被

选择的概率p s{U j
i,L - k } > 0,又因为p s{V j

i }≥0,根据

定理 2, 遗传算法通过选择和交叉操作能够寻找到

最优解 x 3 的概率 p scro ss{V j
i } > 0. 所以,欲使算法通

过选择和交叉能够寻找到最优解,必须满足:种群中

至少包含一对全局最优解基因及其互补基因.

2) 必要性: 将充分性的证明进行反向推导, 可

知在父代种群中必然存在最优解高位及其对应的低

位的基因. □

遗传定理说明了如果种群中包含全局最优解的

高位基因及其互补基因, 那么, 通过选择、交叉操作

的作用,遗传算法能够找到最优解. 证明了积木块假

设是成立的, 同时给出了积木块假设成立的充分条

件是种群中至少包含一个全局最优解的基因及其互

补基因. 如果初始种群中不包含最优解,那么在进化

过程中,在最优解的基因被全部淘汰掉之前,通过交

叉操作必然可能产生最优解, 产生最优解的概率可

通过定理 2 求得; 否则, 交叉操作将失效, 产生最优

解或最优解的基因只能依靠变异操作完成. 如果最

优解的基因被选择的概率较小, 则最优解的基因将

在进化过程中很容易被淘汰;如果变异的作用较小,

则此时的算法可能发生未成熟收敛现象.

定理 4 (变异的作用)　 设任意种群 X ( t) =

(x 0, x 1,⋯, x N ) ,父代个体 x m ∈V j
i , 通过变异作用,

子代个体 x b = M (x m ) , x b∈X ( t + 1) , x m ∈X ( t) ,

则 x b出现在解空间的任意一个分区V j
i 内的概率为

pm ut{V j
i } =

∏
L

i= j

1
2

+ ∆xm i, x bi
-

1
2

(1 - 2p m ) , (8)

其中

∆xm i, x bi
=

0, x m i = x bi;

1, x m i≠ x bi.

　　证明　设 x m 个体的每个分量 x m i 的变异是互

相独立的,则有

p {x bi = M (x m i) } =
1 - pm , x bi = x m i;

pm , x bi≠ x m i.

令

∆xm i, x bi
=

0, x m i = x bi;

1, x m i≠ x bi.
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于是

p {x bi = M (x m i) } = pm + ∆xm i, x bi
(1 - 2pm ) =

1
2

+ (∆xm i, x bi
-

1
2 ) (1 - 2pm ) ,

所以

p m u t{V j
i } =

p {x b = M (x m ) , x b∈X ( t + 1) , x m ∈X ( t) } =

∏
L

i= j
[

1
2

+ (∆xm i, x bi
-

1
2 ) (1 - 2pm ) ]. □

　　推论2　种群X ( t) 的个体 x m ∈V j
i的子代个体

x b 出现在其父代个体 x m 所在分区V j
i 内的概率为

pm u = (1 - pm ) L - j.

如当 pm = 0. 001,L = 10, j = 3时, p m u = (1 -

0. 001) 10- 3 = 0. 993. 定理 4及其推论 2说明了变异

的作用在于搜索范围是整个解空间, 变异搜索作用

与变异的概率关系密切. 当变异概率较大时,全局搜

索性能较强; 当变异概率较小时, 局部搜索性能较

强,所以可认为变异的搜索既有全局搜索性,又有局

部搜索性.

综上所述, 证明交叉操作是一种有条件的全局

搜索算子,但经常表现出局部搜索性;变异算子完全

是一种全局搜索算子,其作用更为重要. 遗传算法是

一种有导向的随机搜索方法, 其导向作用是指交叉

操作实际上是一种启发式的随机搜索方法, 还有变

异操作的准随机搜索,因为根据定理 4可知,它不是

完全在解空间上的随机搜索, 高位基因和低位基因

变异的结果是不同的.

2. 2　分析在选择、交叉和变异的联合作用下的

结果

定理 5　设任意种群 X ( t) = (x 0, x 1,⋯, x N ) ,

通过 r次选择、交叉和 s次变异操作,种群搜索到解

空间的任一分区V j
i 的概率为

p gen{V j
i } =

1 - (1 - p scro ss{V j
i }) r (1 - pm u t{V j

i }) s. (9)

　　证明　根据定理 2,一次交叉后V j
i分区内有个

体出现的概率为 p scro ss{V j
i },则经过 r次的交叉后的

出现概率为 p 1 = 1 - (1 - p scross{V j
i }) r;再根据定理

4,经过一次变异操作后在解空间的V j
i 分区范围内

有个体出现的概率为 pm u t{V j
i },则经过 s次的变异操

作后,个体出现的概率为 p 2 = 1 - (1 - pm u t{V j
i }) s,

于是

p gen{V j
i } = p 1 + p 2 - p 1p 2 =

1 - (1 - p scross{V j
i }) r + 1 - (1 - pm u t{V j

i }) s -

[ 1 - (1 - p scro ss{V j
i }) r ] [ 1 - (1 - pm u t{V j

i }) s ] =

1 - (1 - p scross{V j
i }) r (1 - pm u t{V j

i }) s.

当 j = L 时, p gen{V L
i }描述了在种群中的每个个体在

整个解空间上的进化情况.

定义 4　设在 j 级分区下,种群X ( t) 中个体所

出现的分区集合A ( t) = {V j
i: x m ( t) ∈V j

i },子代X ( t

+ 1) 中个体出现的分区集合A ( t + 1) = {V j
i: x m ( t

+ 1) ∈V j
i },则称

Κgen = ∑
i∈A ( t)

p gen{V j
i } ∑

i∈A ( t+ 1)
p gen{V j

i } (10)

为交叉变异搜索率. 并且有:

1) 当Κgen > 1时,种群表现为全局搜索性, Κgen越

大全局搜索性越强;

2) 当Κgen≤1时,种群表现为局部搜索性, Κgen越

小局部搜索性越强;

3) 当 Κgen = 0时,种群完全收敛.

推论 3　种群在选择、交叉和变异操作的联合

作用下,遗传算法必然能够寻找到最优解.

证明　设全局最优解所在的分区为V j
i ,第 t代

种群中包含全局最优解的基因及其互补基因, 其基

因及其互补基因被选择的概率分别为 p s{V k
[ iö2k- j ]}

> 0和p s{U j
i,L - k } > 0,根据定理2,有p scro ss{V j

i } > 0;

又因为 pm u t{V j
i } > 0, 所以根据定理 4, 有 0 <

p gen{V j
i } < 1. 设种群进化 T 代后,产生最优解的概

率为 p 3
T ,则

p 3
T = 1 - ∏

T

t= 1

(1 - p gen{V j
i }) ,

所以

lim
T→∞

p 3
T = 1 - lim

T→∞∏
T

t= 1

(1 - p gen{V j
i }) = 1.

即当进化的世代数趋于无穷大时, 遗传算法必然收

敛到全局最优解. □

2. 3　产生 GA - 难问题和 GA - 易问题的原因

定理 2和定理 4分别对交叉和变异操作的机理

进行了定量分析, 定理 5 及其推论定量分析并且证

明了遗传算法具有寻求最优解的能力. 可利用这些

结论讨论产生 GA 2难问题和 GA 2易问题的原因.

2. 3. 1　GA - 难问题的原因

各种研究结果表明, GA 2难问题一般是在最优
解周围一些适应度较差的解. 根据定理 2可知,这种

情况很难发挥交叉操作的局部搜索作用 (即利用这

些较差的解产生最优解的概率很小). 如果种群中组

成最优解所在的V j
i 区间内的高位基因或其互补基

因缺失,根据定理 2得 p scross{V j
i } = 0,即不可能由此

代种群通过交叉操作在其子代中得到最优解. 而且,

根据推论 1可知, 在以后的进化过程中也不可能通

过交叉产生最优解. 最优解基因的缺失可能是由于

在种群初始化时该基因就不存在, 也可能是在进化
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过程中丢失了. 丢失原因是含有该基因的个体被选

择的概率太小, 在未形成包含该基因的高适应度个

体前即被淘汰了. 此时,种群重新出现该基因只能依

靠变异的作用,但根据定理 4可知变异作用很有限.

另外导致 GA 2难问题现象发生的两种情况: 一是种

群中高适应度个体不具有组成最优解的基因, 或具

有组成最优解基因的被选择概率较小, 则此代种群

中的个体通过交叉产生最优解的概率也较小; 二是

种群通过交叉操作虽然没有产生最优解, 但以较大

概率产生了具有最优解基因的个体, 它有利于在以

后的进化中通过交叉产生最优解, 但如果此时具有

最优解的基因个体被选择的概率较小, 则不利于下

一代产生最优解, 因为仍可能在进化过程中发生该

最优解基因的丢失. 以上任意一种情况发生都将产

生 GA 2难问题的现象. 对于大多数的具有 GA 欺骗

性的问题, 在足够大的种群规模下 GA 仍能获得全

局最优解,但是严重的欺骗问题,发现全局最优解的

概率将大幅度减小,同时搜索效率也大大降低.

2. 3. 2　GA - 易问题产生的原因

优化过程中除了发生 GA 2难问题的情况外,使

用 GA 进行优化均可取得较好的效果, 只是程度不

同. 根据定理 2 和定理 3, 可界定 GA 2易问题的上
界,最容易得到最优解的情况是:种群进化是沿着产

生最优解基因的方向进行的, 而且包含最优解基因

的个体具有较高的被选择概率. 这与种群的初始化

和选择的作用密切相关.

对于二进制编码的单调函数或单峰函数的优化

问题, GA 具有良好的寻找全局最优解能力. 完全可

利用定理 2和定理 4解释. 必须指出,此种情况并不

是 GA 最容易求解的问题. 大多数实际优化问题的

目标函数常为多峰函数或非单调函数, 因此搜索过

程中可能存在搜索方向偏离全局最优解存在位置.

另外,D e Jong K A [17 ]等人通过大量实验发现,对于

具有平滑包络线类型的多峰函数 GA 也具有良好的

求解能力,仍可利用定理 2和定理 4解释. 这是模式

定理难以说明的.

3　遗传算法的M arkov链收敛性分析
3. 1　基于二进制编码的有限群体M arkov链模型

设H = {0, 1}L 为个体空间, H N 为N 个个体种

群空间;若个体 x i∈H , 0≤ i≤N - 1,则X ( t) =

(x 0, x 1,⋯, x N ) , ( t≥ 0) 表示第 t代种群; {X ( t) , t≥

0}为遗传算法种群空间上的种群序列,将所求问题

的最优解记作 x 3 .

将个体空间H 进行 r (0≤ r≤L ) 级分解,得到

其子空间{V r
0}, {V r

1},⋯, {V r
2r- 1}. 将子空间进行组

合,并将子空间及其组合方式作为一个新的随机变

量 Y ( t) 的状态空间,记为

S r = {{V r
0}, {V r

1},⋯, {V r
2r- 1}, {V r

0,V r
1},⋯,

{V r
0,V r

1,⋯,V r
2r- 1}}, (11)

其中的状态总数N = 22r

- 1. 为了简便起见,记 S r

= {1, 2,⋯, 22r

- 1},对于状态 i∈{1, 2,⋯, 22r

- 1}

按照从小到大的顺序一一对应于{V r
0}, {V r

1},⋯,

{V r
w }, {V r

0},⋯, {V r
0,V r

1,⋯,V r
2r- 1}. 在 S r 中前 2r 个

状态称为基本状态, 它是由H 的子空间组成; 其余

状态是基本状态的一个组合.

种群 X ( t) 与随机变量 Y ( t) 的对应关系满足:

当 Y ( t) = i ( i∈S r) 时,对于状态 i中包含的每个基

本状态{V r
k }, 在种群 X ( t) 中至少存在一个个体

x m ( t) ,使得 x m ( t) ∈V r
k. 则{Y ( t) , t≥ 0}为定义在概

率空间上离散参数的随机过程. 状态空间 S r 为可列

集,对于任意非负整数 t及任意状态 i0, i1,⋯, i t+ 1 ∈

S r, p {Y (0) = i0, Y (1) = i1,⋯, Y ( t) = it} > 0,有

p {Y ( t + 1) ) = i t+ 1ûY (0) = i0, Y (1) = i1,⋯,

Y ( t) = i t} = p {Y ( t + 1) = i i+ 1ûY ( t) = it} (12)

成立, 则 {Y ( t) , t ≥ 0} 为遗传算法的离散参数

M arkov链.

定义 5　对于 Π i, j ∈ S r,称

p ij ( t) = p {Y ( t + 1) = j ûY ( t) = i} (13)

为 t时刻的一步状态转移概率. 记 P ( t) = (p ij ( t) ) ,

称P ( t) 为马尔可夫链{Y ( t) , t≥0}的一步状态概率

转移矩阵. 显然有 p ij ( t) ≥ 0,∑
j∈sr

p ij ( t) = 1, 所以

P ( t) 是一个随机矩阵.

记 Πi = p {Y ( t) = i}, t时刻 Y ( t) 的概率分布向

量表示为 Π( t) = {Π0 ( t) , Π1 ( t) ,⋯, Πi ( t) ,⋯}, 称

Π(0) 为{Y ( t) , t≥ 0}的初始分布. 记

p
(n)
ij ( t) = p {Y ( t + n) = j ûY ( t) = i} (14)

为 n 步转移概率; P
(n) ( t) = (p

(n)
ij ( t) ) 为 n 步转移概

率矩阵.

定义 6　若lim
t→∞

Πj ( t) = Π3
j 存在,则称

Π3 = {Π3
0 , Π3

1 ,⋯, Π3
2k } (15)

为马尔可夫链的极限分向量.

一个马尔可夫链运动规律的概率特性取决于其

状态转移矩阵的特性. 给定一个初始分布 Π(0) , 则

马尔可夫链在 t 个时间步后的分布 Π( t) =

Π(0)∏
t

m = 0
P (m ). 因此遗传算法的有限马尔可夫链

{Y ( t) , t≥ 0}完全由Π(0) 和 P ( t) 决定, {Y ( t) , t≥

0}的渐近性质取决于概率转移矩阵 P ( t) 的结构.

在遗传算法的优化计算中,关键问题有两个: 1)

当 t→∞时, p {Y ( t) = i} = Πi ( t) 的极限是否存在?

2) 在什么条件下,遗传算法的马尔可夫链是一个平
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稳序列?对于问题 1) ,因Πj (n) = ∑
i∈s

Πi (0) p
(n)
ij ,故可

转化为研究概率转移矩阵 p
(n)
ij 的渐近性质, 即

lim
t→∞

p
(n)
ij ( t) 是否存在?若存在,其极限是否与 i有关?

问题 2) 是关于一个平稳分布是否存在的问题.

{Y ( t) , t≥ 0}的状态转移矩阵 P ( t) 是时变矩阵,它

与第 t代种群X ( t) 的个体的分布情况有关,并且状

态转移概率可以求得. 因为种群X ( t) 个体分布情况

决定了种群 X ( t + 1) 中个体在各分区内的概率分

布.

3. 2　种群X ( t) 在选择的作用下,交叉操作的收敛

性分析

定理 6　 在选择和交叉作用下的遗传算法的

M arkov链{Y ( t) , t≥ 0}的极限分布存在,并且此极

限分布为其平稳分布.

证明　设对解空间进行 r级分区,在 t时刻后

的 n 步状态转移矩阵, 记为 P
(n) ( t) , P

(n) ( t) =

(p
(n)
ij ( t) ) 为随机矩阵,经初等变换后,可简化为

P
(n) ( t) =

0

I 2r �

0

p
(n)

22r
- 1, 1　 ( t) p

(n)

22r
- 1, 2　 ( t) ⋯ p

(n)

22r
- 1, 2r　 ( t) p� (n) ( t)

.

式中: I 2r为状态: {V r
0}, {V r

1},⋯, {V r
2r- 1}对应的状态

转 移 矩 阵 (单 位 阵 ) ; p
(n)

22r
- 1, 1　 ( t) , p

(n)

22r
- 1, 2　 ( t) ,⋯,

p
(n)

22r
- 1, 2r　 ( t) 为状态 22r

- 1转移到吸收状态 i ( i∈ {1,

⋯, 2r}) 的状态转移概率; p
� (n) ( t) = ∑

22r
- 1

k= 2r+ 1
p

(n)

22r
- 1, k
　 ( t)

为状态集合U = {2r + 1, 2r + 2,⋯, 22r

- 1}中的所

有 状 态 的 n 转 移 概 率 的 代 数 和. 根 据

Ko lm ogo rov2Chapm an方程,有M arkov链{Y ( t) }的

n 步状态转移概率矩阵

p
(n) ( t) = p

(n- 1) ( t) õ p ( t) = ∏
n- 1

k= 0
p ( t + k ) ,

令 Π i ∈ {1, 2,⋯, 2 r}, 有 0 < p
(n)

22r
- 1, i
　 ( t) < 1, 0 <

p� (n) ( t) < 1,又因为

p
(n)

22r
- 1, i
　 ( t) = p

(n- 1)

22r
- 1, i
　 ( t) (1 + p 22r

- 1, i ( t +

n - 1) ) > p
(n- 1)

22r
- 1, i
　 ( t) ,

随着 n增大, p
(n)

22r
- 1, i
　 ( t) 是单调增加的有界函数,所以

p
(n)

22r
- 1, i
　 ( t) 的极限存在,记为 p i = lim

n→∞
p

(n)

22r
- 1, i
　 ( t). 又因

为 p
(n) ( t) 为随机矩阵,则有

p� (n) ( t) = 1 - ∑
i∈{1, 2,⋯, 2r}

p
(n)

22r
- 1, i
( t) ,

由于 p
(n)

22r
- 1, i
( t) 是单调递增函数,则 p� (n) ( t) 是单调递减

且 有 界 函 数, 所 以 lim
n→∞

p� (n) ( t) = 0, 于 是

lim
n→∞

p
(n)

22r
- 1, k
　 ( t) = 0, 且

lim
n→∞

p
(n) ( t) = lim

n→∞∏
n- 1

k= 0
p ( t + k ) =

0

I 2r �

0

p 1 p 2 ⋯ p 2r 0

.

(16)

　　设在 t = 0后的 n个时间步时的概率分布Πj (n)

= ∑
i∈s

Πi (0) p
(n)
ij ,又由极限分布的定义有

Π3
j = lim

n→∞
p (y (n) = j ) = lim

n→∞
Πj (n) =

lim
n→∞∑i∈s

Πi (0) p
(n)
ij (0) = ∑

i∈s

Πi (0) lim
n→∞

p
(n)
ij (0) ,

Π3 = {Π3
0 , Π0

1,⋯, Π3
2k , Πζ3 } = Π(0) lim

n→∞
p

(n) (0) =

(Π1 (0)　Π2 (0)　⋯　Π2r (0) ûΠζ (0) ) ×

0

I 2r �

0

p 1 p 2 ⋯ p 2r 0

=

(Π1 (0) (1 + Πζ (0) p 1)　Π2 (0) (1 + Πζ (0) p 2)　⋯

Π2r (0) (1 + Πζ (0) p 2r) û0).

　　 因此, 在选择和交叉作用下的遗传算法的

M arkov链{Y ( t) }的极限分布存在,且当 j∈ {1,⋯,

2r}时, Π3
j = Πj (0) (1 + Πζ (0) p j ) ; j ∈U 时, Π3

j = 0.

对于概率分布向量Π3 = {Π3
1 , Π3

2 ,⋯, Π3
2r , 0,⋯,

0},有 Π3 P ( t) = Π3 ,则 Π3 为其平稳分布. □

推论 4　仅在选择、交叉的作用下,种群必然收

敛于解空间的某一个分区.

证明　设 Πζ ( t) = ∑
22r

- 1

k= 2r+ 1
Πk ( t) 为状态集合U =

{2r + 1, 2r + 2,⋯, 22r

- 1}中的状态的概率分布之

和, 记 Πζ3 = lim
t→∞

Πζ ( t). 对于初始分布 Π(0) =

(Π1 (0)　Π2 (0)　⋯　Π2r (0) ûΠζ (0) ) , 根据定理 6, 存

在极限分布 Π3 = {Π3
1 , Π3

2 ,⋯, Π3
2r , 0,⋯, 0}. 由此可

见, Πζ3 = 0,所以种群必然收敛于某一个基本状态.

并且, 收敛于基本状态 j 内的概率为 Πj (0) (1 +

Πζ (0) p j ). □

由推论 4可知, 选择与交叉操作可导致算法的

未成熟收敛现象的发生. 可根据定理 6,从{Y ( t) } 的

极限分布得到收敛到最优解的概率, 以及得到局部

最优解的概率. 关于未成熟收敛现象在第 3 节中作

具体分析.

定义 7　种群 X ( t) 在遗传操作下能够搜索到

的分区数,称为该种群多样性,记为 d ( t).
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推论 5　设任意初始种群 X (0) , 在选择、交叉

的作用下,则有lim
t→∞

d ( t) = 1.

证明　设 j ∈U ,由定理 1可知{Y ( t) }的极限

分布存在,并且lim
t→∞

p {Y ( t) = j } = 0,又由推论 4可

知, {Y ( t) } 必然收敛于某一个分区 V j
i , 于是有

lim
t→∞

d ( t) = 1. □

例 1　当对解空间进行一级分区时,即 r = 1,

则

S 1 = {{V 1
0}, {V 1

1}, {V 1
0,V 1

1}},

P ( t) =

1 0 0

0 1 0

p 31 ( t) p 32 ( t) p 33 ( t)

,

根据 (16) 有

lim
n→∞

P
(n) ( t) =

1 0 0

0 1 0

p 31 p 32 0

,

于是

lim
n→∞

Π1 (n) = lim
n→∞∑i∈S

Πi (0) p
(n)
i1 (0) = p 31,

lim
n→∞

Π2 (n) = lim
n→∞∑i∈S

Πi (0) p
(n)
i2 (0) = p 32,

lim
n→∞

Π3 (n) = lim
n→∞∑i∈S

Πi (0) p
(n)
i3 (0) = 0.

　　 对于初始分布 Π(0) = (0　0　1) 和 Π(0) =

(0　1　0) ,遗传算法的马尔可夫链{Y ( t) , t≥ 0}的

极限分布分别为

Π3 = Π(0) p =

(0　1　0)

1 0 0

0 1 0

p 31 p 32 0

= (p 31　p 32　0) ,

Π3 = Π(0) p =

(0　1　0)

1 0 0

0 1 0

p 31 p 32 0

= (0　1　0).

　　上述结论说明, 只有两个基本分区时, 交叉操

作必然使种群以概率 p 31 或 p 32 收敛于分区{V 1
0} 或

{V 1
1}. 如果最优解在{V 1

0} 分区内, 那么得到最优解

的概率等于 p 31; 在交叉操作下, 对于状态 i ∈ {1,

2},有 p ii = 1,所以 i为吸收态. 如果种群X ( t) 进化

到某一个吸收态,那么,种群 X ( t) 的子代个体必然

全部收敛于该吸收态. 当 r→L 时, {Y ( t) }的状态空

间 sL 的每一个基本状态对应于个体空间H 中的一

个个体, {Y ( t) }完全可以等价地定量描述{X ( t) }的

进化过程. 至此, 可用马尔可夫链{Y ( t) } 精确刻画

有限群体下遗传算法的交叉操作的动态行为, 以及

其收敛性.

3. 3　在变异操作下的状态转移矩阵

在 r 级分区下, S r = {1, 2,⋯, 22r

- 1}. 种群

X ( t) 在变异操作下, {Y ( t) , t≥ 0} 的状态转移矩阵

Q ( t) = (q ij ( t) ) 为随机矩阵,且可以求得 0 < qij ( t)

≤ 1.

当对解空间进行 1 级分区时, 则 S 1 = {{V 1
0},

{V 1
1}, {V 1

0,V 1
1}},变异操作的状态转移矩阵

Q ( t) =

q11 ( t) q12 ( t) q13 ( t)

q21 ( t) q22 ( t) q23 ( t)

q31 ( t) q32 ( t) q33 ( t)

.

　　因为 q ij ( t) > 0,所以任意两个状态是相通的,

此时的马尔可夫链{Y ( t) , t≥0}是不可约的. 当 r→

L 时, {Y ( t) , t≥0}的状态转移矩阵将描述的是遗传

算法马尔可夫链{X ( t) , t≥ 0}的变化,即种群X ( t)

在变异操作下的动态行为.

3. 4　遗传算法的选择、交叉和变异操作联合作用

下的收敛性分析

设马尔可夫链{Y ( t) , t≥ 0}的状态转移矩阵为

R ( t) = (rij ( t) ) ,令 P ( t) 和Q ( t) 分别表示交叉和变

异操作下{Y ( t) } 的状态转移矩阵, 选择、交叉和变

异联合作用时, 遗传算法的马尔可夫链{Y ( t) , t ≥

0} 的一步状态转移矩阵 R ( t) = P ( t)Q ( t). 可以证

明{Y ( t) , t≥ 0} 是有限、非齐次、不可约、非周期马

尔可夫链.

例 2　 当对解空间进行一级分区时, S 1 =

{{V 1
0}, {V 1

1}, {V 1
0,V 1

1}},则有

R ( t) =

r11 ( t) r12 ( t) r13 ( t)

r21 ( t) r22 ( t) r23 ( t)

r31 ( t) r32 ( t) r33 ( t)

=

1 0 0

0 1 0

p 31 ( t) p 32 ( t) p 33 ( t)

×

q11 ( t) q12 ( t) q13 ( t)

q21 ( t) q22 ( t) q23 ( t)

q31 ( t) q32 ( t) q33 ( t)

=

q11 ( t) q12 ( t) q13 ( t)

q21 ( t) q22 ( t) q23 ( t)

r31 ( t) r32 ( t) r33 ( t)

. (17)

其中: r3k ( t) = p 31q1k + p 32q2k + p 33q3k , k = 1, 2, 3.

r1k ( t) 和 r2k ( t) 的大小由变异概率决定, r3k ( t) 的大

小由交叉和变异操作的状态转移概率的大小决定.

一般变异的概率较小 (0. 001) 时,可求得q31 ( t)≈ 0,

q32 ( t)≈ 0,且q33 ( t)≈ 1,于是 r3k ( t)≈ p 3k ,即交叉操

作在遗传算法中起决定的作用.

根据式 (2) 可容易总结出一级分区下的选择、
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交叉和变异在种群的进化中的作用, 并可做定量和

定性分析. 如交叉操作下,对于状态 i∈ {1, 2}为吸

收态,那么, 种群在进化过程中, 跳出吸收状态必须

依靠变异的作用, 跳出吸收态的能力取决于变异作

用的大小. 这对设计防止早熟的算法很重要. 当 r→

L 时, {Y ( t) , t≥0}→{X ( t) , t≥0}, {Y ( t) , t≥0}的

状态转移矩阵描述的是遗传算法马尔可夫链

{X ( t) , t≥ 0} 的变化,即种群 X ( t) 在选择、交叉和

变异操作下的动态行为. 根据状态转移矩阵可容易

证明,标准遗传算法马尔可夫链{X ( t) , t≥ 0} 为是

有限、齐次、不可约、非周期的马尔可夫链.

3. 5　关于遗传算法的早熟收敛现象分析

遗传算法的未成熟收敛是遗传算法的主要弊病

之一,它也是遗传算法应用的最大障碍. 分析遗传算

法的本质属性, 找到发生早熟现象的原因有重要的

理论意义和实践价值. 未成熟收敛具体表现如下:

1) 基于适应度选择作用下,进化过程中具有最

优解基因的使低适应度的个体被逐渐淘汰, 而且使

种群中个体趋于一致;

2) 基因型相同个体进行交叉不能生成新个体;

3) 变异产生适应度高的个体数量少,变异的作

用不明显.

下面分析发生早熟现象的原因和时间:

设包含最优解的状态为 j ,当种群X ( t1) 处于某

个状态 i ( i ≠ j ) 时, p ij ( t1) ≤ Α(Α为一个较小的正
数,即此时种群 X ( t1) 收敛于状态 j 的概率较小,如

果 t2 > t1 时, 均有 p ij ( t2) ≤ Α, 那么, t1 时刻的种群

X ( t1) 将发生准早熟收敛现象, 在 t2 > t1 时, 种群

X ( t2) 发生了早熟现象. 种群收敛现象的外在表现

是种群中的个体所包含的基因型减少, 使种群中个

体趋于一致. 如果种群不是朝着最优解的方向收敛,

那么种群将收敛到局部最优解, 根据已经发生了早

熟收敛的种群不能通过交叉操作生成新个体, 如果

依靠变异的作用产生新的基因型的能力有限, 这时

就发生了早熟现象.

早熟现象发生原因是由于解空间中具有多个吸

收态,变异操作用较小时,种群主要依靠选择和交叉

操作,根据推论 1可知,选择和交叉操作将引导种群

向着某一个吸收态收敛, 如果包含收敛于最优解的

吸收态的概率较小, 则种群发生早熟现象的概率较

大. 当且仅当种群中具有最优解的基因,通过交叉操

作才有可能搜索到最优解. 如果种群收敛到某个吸

收态时, 通过交叉产生包含最优解状态的概率近似

等于 0. 如果此时变异的概率很小,则得到最优解的

概率仍旧很小.

理论上, 只要有变异存在, GA 必然是不收敛

的,也不会收敛到最优解. 但观察到在 GA 的执行实

践中, 交叉概率通常取 0. 6～ 0. 95, 变异概率取

0. 001～ 0. 01, 故变异使种群发生显著改变的概率

极小,此时交叉算子在 GA 中起相对核心的作用;如

果种群发生准早熟收敛现象时, 使种群从某个吸收

态中跳出来的变异操作起核心作用.

标准遗传算法的马氏链是时齐、非周期和不可

约的,所以其种群序列{X ( t) , t≥ 0} 从一个状态出

发,将以概率1在有限步内达到H 中的任一状态 (因

为有变异操作存在). 但是,从理论上讲,必须在 t→

∞时,采用精英保留策略的遗传算法依概率收敛到

全局最优解,即lim
t→∞

p (X 3 ∈X ( t) ) = 1. 遗传搜索效

率和时间的复杂性与遗传操作的搜索性能有关. 在

实际应用中, 关心的是在有限步的迭代内找到全局

最优解. 也就是说, 必须在种群发生早熟现象之前,

通过选择与交叉操作的全局搜索能力发现最优解.

4　结　　论
　　目前,大量实践证据表明了遗传算法寻优能力

在许多领域获得了成功,它通过迭代搜索来逐步找

到问题的最优解. 在这个过程中,哪个个体更易生存

或被淘汰以及种群的进化方向等问题,定理2、定理4

和定理 5 以概率的形式做出了定量分析,并证明了

遗传算法具有寻求最优解的能力. 基于这些结论解

释了为什么会产生GA 2难问题和GA 2易问题,在什

么条件下产生这些问题. 从刻画遗传算法的种群进

化过程出发,分析了选择、交叉、变异操作中基因重

组和突变的具体过程,阐明了遗传算法寻优本质. 从

理论上更加完善地对遗传算法进行定量的分析. 遗

传算法的定向搜索机制是在适应度高的父代“家族”

的邻域内进行搜索. 在解空间的分区基础上建立了

二进制编码的有限群体的M arkov 链模型, 可恰当

地度量与精确刻画GA 在不同实现下的收敛过程,

并给出了一种新的有关遗传算法的收敛性理论. 同

时,阐明了遗传算法产生早熟收敛现象的本质原因.

一旦理解了遗传算法寻优和收敛的本质,将为遗传

算法更广泛地应用与推广奠定扎实的基础.
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