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基于动态补偿的广义系统的正则化与极点配置
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(天津大学 电气与自动化工程学院, 天津 300072)

摘　要: 研究基于动态补偿的一般广义系统的正则化、无脉冲、稳定性与极点配置问题. 给出了补偿后闭环系统正则

无脉冲的充要条件,进而通过与正常系统相关结果的比较,给出其补偿器存在且闭环极点可以配置在任意接近给定

位置的充要条件. 此外给出了一般广义系统及其动态补偿器的对偶原理. 通过一个数字例子说明了所得结果的合理

性.
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1　引　　言
　　广义系统理论,经过几十年的发展已经日渐成

熟,而且已经应用于越来越多的领域[1 ]. 广义系统提

供了更一般的描述,是正常系统的推广. 一般来说,

广义系统与正常系统相比较有两个显著特征: 一是

广义系统一般含有脉冲模式. 脉冲模式使系统不稳

定或破坏系统,所以在工程设计中必须消除. 二是正

则性问题. 只有满足了正则性条件,才能使广义系统

的解存在且唯一. 因此,一般要假设广义系统满足正

则性条件或设其是可以反馈正则化的. 围绕着这两

个特征,许多学者作了深入的研究. 文献 [ 2, 3 ]研究

了状态及状态导数反馈的正则性问题; [ 4～ 6 ]研究

了输出及输出导数反馈的正则性与无脉冲问题; [ 7 ]

重新定义并研究了非方形 (矩形)广义系统的脉冲能

控性与脉冲能观性问题; [ 8 ]对非方形广义系统给出

了另一种脉冲模能控的定义,并证明该定义与通过

反馈消除脉冲模是等价的. 对于稳定性与极点配置

问题,已有很多成熟的结果,文献 [ 9 ]综述了正常系

统静态输出反馈已有的结果,其中包含了动态补偿

与基于静态输出反馈闭环系统极点可以任意配置的

必要条件和充分条件.

本文将正则与非正则、方形与非方形广义系统

称为一般广义系统 (GD S) [8 ]. 首次考虑了基于动态

补偿的一般广义系统的正则化、脉冲消除 (无脉冲)、



稳定性与极点配置问题,给出了一般广义系统可正

则化且无脉冲的充要条件. 首次用原参数给出了正

则广义系统在静态输出反馈下,极点可以配置在任

意接近给定位置的充分条件. 在这个基础上,给出一

般广义系统动态补偿器存在且使其闭环极点可以配

置在任意接近指定位置的充要条件,及补偿器动态

阶的估计. 而且进一步给出了一般广义系统及其动

态补偿器的对偶原理. 将非方形广义系统归结为非

正则系统考虑,方形系统作为其特殊情况. 本文所得

结果说明,通过动态补偿,非正则 (非方形)广义系统

与正则广义系统对于消除脉冲及保持系统稳定性的

条件在形式上是一致的,这也说明本文结果是正则

广义系统结果的自然推广.

2　基本知识
　　考虑线性一般广义系统模型

E xα= A x + B u , E x (0- ) = E x 0, (1a)

y = C x + D u. (1b)

这里: x ∈R n 为状态向量, u ∈ R q 为控制输入, y ∈

R p 为系统输出向量. E ,A ∈R m×n ,B ∈R m×q和C ∈

R p×n为常量矩阵. 假设矩阵B 和C是满秩的,并设矩

阵 E 的秩为 rank (E ) = r,显然 0≤ r≤m in{m , n}.

如果m = n且 dat (sE - A ) ≠ 0,则称系统是正则的

( regu la r) ,否则对于m ≠ n或 det (sE - A ) = 0时,

均称系统 (1) 为非正则的. 当m = n 时, 称系统 (1)

为方形系统, 否则称系统 (1) 为非方形 (或矩形) 系

统. 记系统 (1) 为 (E ,A ,B , C ,D ) ,当D = 0时也简记

系统 (1) 为 (E ,A ,B , C ).

本文假设系统控制输入 u ( t) 与初始值 E x (0- )

是容许的[8 ] ,即满足

no rm al - rank [sE - A 　B 　E x 0 ] =

no rm al - rank [sE - A 　B ]. (2)

对于方形系统,下面几个引理是基本的.

引理 1[1 ]　方形系统 (1) 是有限模能控能观 (即

R 2能控能观) 的充要条件是

rank [sE - A 　B ] = n ,

　　　Π s∈ Ρ(E ,A ) , (3)

rank [sE T - A T　C T ] = n ,

　　　Π s∈ Ρ(E ,A ). (4)

　　引理 2[1, 10, 11 ]　方形系统 (1) 是脉冲能控与脉

冲能观的充要条件是

rank
0 E 0

E A B
= n + rank [E ], (5)

rank

0 E

E A

0 C

= n + rank [E ]. (6)

　　引理 3[8 ]　方形系统 (1) 是正则且无脉冲的充

要条件是

rank
0 E

E A
= n + rank [E ]. (7)

　　设“g. r.
K
”表示一般秩,即g. r.

K
[A 0 + B K C ] 表

示A 0 + B K C 对于几乎所有的 K ∈R q×p 可能取得

的秩. 当A 0 为给定时,有

g. r.
K

[A 0 + B K C ] =

m ax rank{A 0 + B K C , K ∈R q×p }.

　　引理 4[12 ]　 设A 0 ∈ R m×n ,B ∈ R m×q 和 C ∈

R p×n 是固定矩阵, K ∈R q×p 是变矩阵,则

g. r.
K

[A 0 + B K C ] =

m in{rank [A 0,B ], rank
A 0

C
}. (8)

3　主要结果
3. 1　正则化与脉冲消除

为方便起见,设系统 (1) 中D = 0. 当D ≠ 0时,

可通过扩大系统的非动态变量的阶而消除D 项[13 ].

这时系统 (1) 的动态补偿器具有如下结构:

E cx
α
c = A cx c + B cy , (9a)

u = C cx c + D cy. (9b)

其中: x c ∈ R nc 是补偿器的状态; E c,A c ∈ R m c×nc,B c

∈R m c×qc, C c∈R p c×nc 是常阵;且

0≤ rank (E c) = rc≤m in{m c, nc}.

则闭环系统为

E 0

0 E c

xα

xαc

=
A + B D cC B C c

B cC A c

x

x c

.

(10)

　　通常要求闭环系统对任意容许初始条件有唯

一光滑解, 即系统 (10) 是正则且无脉冲的, 则该系

统一定是方形系统,因此设补偿器的维数满足

n + nc = m + m c. (11)

由引理 3可以直接得到系统 (10) 是正则且无脉冲的

充要条件是

rank

0 0 E 0

0 0 0 E c

E 0 A + B D cC B C c

0 E c B cC A c

=

n + nc + r + rc. (12)

　　为了简化表达形式,令

n0: = rank
0 E

E A
,

n1: = rank
0 E 0

E A B
,
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n2: = rank

0 E

E A

0 C

.

　　将式 (12) 表示为如下的形式:

0 0 E 0

0 0 0 E c

E 0 A + B D cC B C c

0 E c B cC A c

=

0 0 E 0

0 0 0 E c

E 0 A 0

0 E c 0 0

+

0 0

0 0

B 0

0 Im c

D c C c

B c A c

0 0 C 0

0 0 0 I nc

. (13)

注意到 4元组 (A c,B c, C c,D c) 是完全参数化矩阵. 由

引理 4容易证明式 (13) 当参数 (A c,B c, C c,D c) 变化

时的最大秩为

m in{m c + rc + n1, nc + rc + n2}.

因此,由式 (12) 和 (13) 可得如下定理:

定理 1　存在动态补偿器 (9) 使闭环系统 (10)

正则且无脉冲的充要条件为

n1 = m + r, (14)

n2 = n + r. (15)

　　条件 (14) 与 (15) 当m = n 时恰为条件 (5) 和

(6) ,即是方形广义系统脉冲能控脉冲能观的充要条

件. 而且如果m = n且 n + r = n0,则系统本身是正

则且无脉冲的. 这时式 (14) 和 (15) 总成立.

3. 2　稳定性与极点配置

如果系统 (1) 是正常系统 (E = I ) ,且是能控和

能观的, 则通过静态输出反馈将极点配置在任意接

近指定位置的充分条件是 rank (B ) + rank (C ) ≥ n

+ 1[9, 14 ]. 对于强能控与强能观的正则广义系统, 存

在全阶广义动态补偿器与全阶正常动态补偿器, 且

可以进一步给出降阶正常动态补偿器[15 ] ,其阶数为

n - l (n - rankC ).

设方形广义系统 (1) 是正则且无脉冲的, 则总

存在受限等价分解形式如下[1 ]:

I 1 0

0 0
,

A 1 0

0 I 2

,
B 1

B 2

, [C 1　C 2 ] . (16)

考虑系统 (16) 在静态输出反馈下的闭环系统结构,

不难求得

det
sI - A 1 - B 1K C 1 - B 1K C 2

- B 2K C 1 - I - B 2K C 2

=

det (sI - A 1 - B 1K{ C 1) õ det (- I - B 2K C 2).

(17)

这里 K{ = K ( I + C 2B 2K ) - 1,对于几乎所有的 K{ 可
以求出 K 满足 (17). 因此, 根据正常系统的有关结

果[9, 14 ] 可以得出如下定理:

定理 2　如果方形广义系统 (1) 是正则无脉冲

的,且是R—能控与R—能观的,并具有受限等价分

解形式 (16) , 则该系统通过静态输出反馈使闭环极

点配置在任意接近指定位置上的充分条件是

rankB 1 + rankC 1 ≥ r + 1.

定理 2是通过系统 (1) 的受限等价分解形式得

到的,有时应用很不方便,而且对于系统 (1) 含有脉

冲模的情况就不适用. 为此,需要考虑系统 (1) 含有

脉冲模情况, 而且用系统原参数给出解决极点配置

问题的条件. 如果系统 (1) 含有脉冲模式且是强能

控强能观的[11 ] ,则通过静态输出反馈可以消除系统

中的脉冲模式,这时系统转化为无脉冲模式的情况.

因此引入如下记号:

f B : = rank
E 0

A B
,

f C: = rank
E A

0 C
. (18)

　　 注意到无论系统 (1) 是否为方形系统, 定义

(18) 均有意义, 而且将式 (18) 中的A 替换为A +

B K C , f B , f C的值不变. 因此,如果系统 (1) 是正则无

脉冲的,则按受限等价分解 (16) ,可以得到

f B = n + rank (B 1) ,

f C = n + rank (C 1). (19)

　　 如果系统 (1) 是可以反馈正则化的, 且是脉冲

能控与脉冲能观的, 这时存在 K 使系统 (E ,A +

B K C ) 正则无脉冲. 因此有下面的定理:

定理 3　设方形广义系统 (1) 是强能控强能观

的,则通过静态输出反馈使闭环系统正则无脉冲且

闭环极点配置在任意接近指定位置的充分条件是

f B + f C ≥ 2n + r + 1. (20)

　　证明　1) 如果系统 (1) 无脉冲,由定理 2可直

接证得定理 3;

2) 如果系统 (1) 含有脉冲模,由假设存在 K 使

deg det (sE - A - B K C ) = rank (E ) ,即系统 (E ,A

+ B K C ) 正则无脉冲. 用A + B K C代替等式 (18) 中

的A ,等式 (18) 不变,这时系统已经不含脉冲模,再

由 1) 可得定理仍然成立. □

下面考虑系统 (10) 的极点配置问题. 与正常系

统的结果类似[9, 14 ] , 系统 (10) 可以看成如下系统:

E 0

0 E c

xα

xαc

= 　　　　　　
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A 0

0 0

x

x c

+
B 0

0 Im c

u

u c

,

y

y c

=
C 0

0 I nc

x

x c

. (21)

是通过静态输出反馈

u

u c

=
D c C c

B c A c

y

y c

(22)

得到,这里

K c =
D c C c

B c A c

(23)

是任意变化参数矩阵. 因此结合定理 3,有:

定理 4　 对于广义系统 (1) , 存在动态补偿器

(9) 使闭环系统 (10) 正则无脉冲且闭环极点配置在

任意接近指定位置的充要条件是:

1) rank [sE - A 　B ] = m ,

rank [sE T - A T　C T ] = n , 对任意 s∈ S ;

2) n1 = m + r, n2 = n + r;

且其动态补偿器 (9) 的动态阶 rc满足

3) f B + f C + rc≥ n + m + r + 1.

证明　应用定理 1 和定理 3 可证得定理 4 成

立,从略. □

注 1　如果系统 (1) 是正则的,则定理 4中条件

1) 和 2) 表示系统的有限模与脉冲模是能控能观的

(即系统是强能控强能观的). 因此,条件 1) 和 2) 可

以看成一般广义系统强能控强能观的充要条件. 条

件 3) 给出了补偿器的动态阶 rc满足的条件,通常可

以取其最小值,即动态阶可取为

rc m in = m ax{0, n + m + r + 1 - f B - f C }.

(24)

对于正常系统 (A ,B , C ) ,等式 (24) 为

rc m in = m ax{0, n + 1 - rank (B ) - rank (C ) }.

(25)

　　式 (25) 中,如果 rank (B ) + rank (C ) ≥ n + 1,

补偿器动态阶可以取为 0, 这时取静态输出反馈即

可达到任意极点配置要求,这与已有的结果一致.

　　注 2　对于非方形系统 (1) ,可能系统状态方程

是多解的 (解不唯一) , 或形式上是“无解”的 (取容

许初始条件与容许控制, 系统才能有解) , 这种情况

表示系统是不完全的. 但通过动态补偿,闭环系统变

为方形,即变为完全系统,这时可以考虑其解的存在

性与唯一性. 因此, 动态补偿是必要的, 也只有通过

动态补偿,才能使非方形 (不完全) 系统变为完全系

统,这也充分体现了补偿器中“补偿”的意义.

称系统 (E T ,A T , C T ,B T ,D T ) 为系统 (1) ,即系统

(E ,A ,B , C ,D ) 的对偶系统. 易见,如果一个系统是

另一个系统的对偶系统, 则这两个系统互为对偶系

统,且对偶系统补偿器也为原系统补偿器的对偶形

式. 因此有如下定理:

定理 5　 如果系统 (E c,A c,B c, C c,D c) 是系统

(E ,A ,B , C ) 的动态补偿器,则系统 (E T
c ,A T

c , C T
c ,B T

c ,

D T
c ) 是系统 ( (E T ,A T , C T ,B T ) 的动态补偿器,而且其

闭环系统的正则性、无脉冲性、稳定性及极点位置保

持不变.

该定理可以看成是一般广义系统及其动态补偿

器的对偶原理.

注 3　定理 5适用于正则 (广义) 系统与一般广

义系统. 对一般广义系统,原系统与其对偶系统状态

方程解的存在性与唯一性可能不同, 因此不必考察

原系统或其对偶系统本身状态方程解的状况, 只需

考察补偿后闭环系统解的状况, 就可实现对系统分

析与设计的目的.

4　算　　例
　　设系统为

E = [ 1　0 ], A = [ - 1　1 ],

B = 1, C = I 2 (2阶单位阵).

　　注意该系统状态解不唯一,m = 1, n = 2, 且

(E , A ,B , C ) 满足定理 4中的条件 1) 和 2). 另外, f B

= 2, f C = 3,则由定理4中条件3) 可得 rc≥0. 因此,

取m c = 2, nc = 1. 根据需要, rc可取为 1或 0. 如果取

rc = 1,则闭环系统有两个极点,不妨设其为一对共

轭复极点,即 - 1± j,不难求得该系统的一个动态

补偿器 (不唯一) 为

E c =
0

1
, A c =

0

- 1
, B c =

0 - 1

- 1 0
,

C c = 1, D c = [ 0　 - 1 ].

　　如果取 rc = 0,则闭环系统只有一个极点,且补

偿器变为“静态”补偿. 取该极点为 - 2,容易求得另

一个补偿器为

E c =
0

0
, A c =

0

- 1
, B c =

0 - 1

0 1
,

C c = 1, D c = [ - 1　0 ].

　　对于本例系统的对偶系统,状态解唯一 (取容许

初始条件与容许控制) ,其动态补偿器即为所求补偿

器的对偶形式.

5　结　　论
　　本文首次给出基于动态补偿的一般广义系统可

正则化且无脉冲的充要条件,首次用原参数给出了

正则广义系统降阶控制器的阶的表示,而且首次给

出一般广义系统极点可以配置在任意接近给定位置

的充要条件及补偿器动态阶的估计. 同时也给出了
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一般广义系统及其动态补偿器的对偶原理. 所得结

果说明, 采用动态补偿, 可以解决非方形系统的正

则、稳定与无脉冲问题,而且采用动态补偿,非正则

广义系统与正则广义系统对于脉冲能控能观 (消除

脉冲)条件及保持系统稳定性的条件,在形式上是一

致的,这说明采用动态补偿研究一般广义系统更自

然、更合理、更有理论与实际意义.
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