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摘　要: 经典线性算法的非线性核形式是近10年发展起来的一类非线性机器学习技术. 它们最显著的特点是利用满

足M ercer条件的核函数巧妙地推导出线性算法的非线性形式,并表述为与样本数目有关、与维数无关的优化问题.

为了提高数值计算的稳定性、控制算法的推广能力以及改善迭代过程的收敛性,部分算法还采用了正则化技术. 在概

述核思想与核函数、正则化技术的基础上,系统地介绍了经典线性算法的非线性核形式,同时分析它们的优缺点,并

讨论了进一步发展的方向.
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Abstract: In m ach ine learn ing the non linear kernel fo rm s of classical linear algo rithm s are a class of non linear

techn iques developed in the last ten years. T he mo st at tract ive idea is that by using kernel functions satisfying

M ercer condit ion the classical linear algo rithm s are sk illfu lly ex tended to construct their non linear kernel fo rm s.

T hese non linear algo rithm s are described by op tim ization p rob lem s that depend on the size of tra in ing sets ra ther

than the dim ension of samp le vecto rs. In o rder to imp rove num erical stab ility, con tro l generalizat ion ab ility and

imp rove convergence of itera t ive p rocedures, the regu larizat ion techn ique is u tilized in som e algo rithm s. O n the basis

of summ arizing the kernel idea and kernel functions and regu larizat ion techn ique, the non linear kernel fo rm s of linear

algo rithm s are surveyed. R elated p ropert ies are disscussed and further research directions are po in ted ou t.
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1　引　　言
　　以支持向量机 (SVM )分类算法[1～ 4 ]为代表的核

算法 (机器) (Kernel M ach ines)是近 10 年来机器学

习、模式识别以及神经网络领域最有影响力的成果

之一. 支持向量机分类算法包含如下4大技术: 1) 大

间隔思想或正则化技术,可以实现结构风险最小化

原则,以获得较好的推广能力; 2) 核思想与核函数,

利用满足M ercer 条件的核函数实现线性算法的非

线性化; 3) 凸二次规划, 使优化问题有唯一解; 4)

出现支持向量或稀疏性,可以减少核形式判别式的

计算量. 这 4 大技术中最先得到研究人员青睐的是

核思想与核函数,这是一种非常有效的设计非线性

算法的数学手段. 随后,很多研究人员利用核思想改

造经典的线性算法,得到相应的基于核函数的非线

性形式 (简称为核算法、核形式或核机器) ,并形象地

称这一过程为线性算法的核化. 此外,对于其中的一

些核形式,研究人员还利用正则化技术来提高核算

法数值计算的稳定性、控制算法的推广能力、改善迭



代过程的收敛性. 尽管目前公认的第 1 个核算法是

60 年代提出来的势函数法[5, 6 ] , 但正是支持向量机

的成功促使了核算法得到进一步的发展与完善.

本文首先简要地介绍支持向量机分类算法、核

思想与核函数、正则化技术. 在此基础上,详细介绍

经典线性算法的非线性核形式,分析它们的优缺点,

并指出进一步研究的方向以及应注意的一些问题.

2　支持向量机分类算法
　　支持向量机分类算法是建立在统计学习理论

中结构风险最小化准则上的实用算法[1～ 4 ]. 设有一

个两类的分类问题, 对应的训练样本集为 (x1, y 1) ,

⋯, (x l, y l) ,其中 x i∈R n , y i∈ {+ 1, - 1}, l为样本

总数. 又设有某一个非线性映射 5 : R n → F (高维特

征空间或H ilbert空间) ,将向量x非线性地映射成F

中的向量 5 (x ) ,则支持向量机分类算法表述为

m in
1
2
〈w 5 ,w 5〉+ C∑

l

i= 1
Νi,

s. t. y i (〈w 5 , 5 (x i)〉+ Β) ≥ 1 - Νi,

　　Νi ≥ 0, i = 1,⋯, l. (1)

其中:〈õ, õ〉为内积运算; w5 , Β为F 中线性判别函数

的权向量与阈值; Νi ≥ 0为松弛变量 (大于零对应错

分样本) ; C 为一个正常数, 用于控制对错分样本的

惩罚程度. 对于线性可分问题,最小化目标函数的第

1项等价于最大化两类样本之间的间隔. 然而,对于

不可分问题,这一项缺乏一个合理的物理解释,现在

很多学者直接将它看作一个正则项[4 ]. 通过定义优

化问题 (1) 的L agrange函数,再令L agrange函数关

于w 5 , Β, Νi 的偏导数为零,可以将 (1) 转化成相应的

对偶形式,即

m ax∑
l

i= 1
Αi -

1
2∑

l

i, j = 1
ΑiΑj y iy j〈5 (x i) , 5 (x j )〉,

s. t.∑
l

i= 1

Αiy i = 0, 0≤ Αi≤C , i = 1, 2,⋯, l,

(2)

其中 Αi 为L agrange 乘子. 利用H ilbert 空间中的内

积表达式〈5 (x i) , 5 (x j )〉= k (x i, x j ) , 可将式 (2) 的

目标函数变为一个凸二次函数

∑
l

i= 1
Αi -

1
2∑

l

i, j = 1
ΑiΑj y iy jk (x i, x j ) ,

其中: k是满足M ercer定理的核函数;欲求变量个数

等于训练样本数. 并且称Αi > 0的样本为支持向量.

根据 Kuhn2T ucker 条件, 可计算出对应的 Β值. 此

时,非线性判别函数的形式为

f (x ) = ∑
Αi> 0

Αiy ik (x , x i) + Β.

关于支持向量机分类算法更详细的推导请参见文献

[ 1～ 4 ] 以及这些书中的原始文献.

3　核思想与核函数
　　根据支持向量机分类算法的推导过程,可将核

思想概括为利用满足M ercer 条件的核函数实现线

性算法非线性化的数学手段, 其基本思路是: 1) 假

设有一个非线性变换, 可将原始空间中的模式向量

非线性地映射到某一个高维的特征空间中; 2) 在特

征空间中设计一个线性算法或者利用一个已有线性

算法,并且将它转化为仅涉及内积运算的优化问题;

3) 为了回避非线性映射的设计与具体形式,用满足

M ercer条件的核函数来代替内积运算,从而推导出

一个与样本数有关、与样本维数无关的优化问题; 4)

求解优化问题, 得到原始空间中的一个非线性判别

函数或者回归函数.

从泛函分析角度来看,核函数是满足M ercer定

理[1, 2 ] 的双变量非线性对称函数 (简称M ercer核) ,

它可实现某一个高维特征空间中两向量之间的内积

运算. 从半群上的调和分析角度来看,核函数是一个

正定核[4, 7 ]. 给定一个双变量对称函数 k: R n ×R n →

R 和样本向量x 1,⋯, x l∈R n ,则称元素为k ij = k (x i,

x j ) 的 l× l矩阵 K 是关于 x 1,⋯, x l 的核矩阵. 如果

对所有 l ∈N (自然数域) , 对应的核矩阵均为正定

阵,则称 k 为正定核. 文献[ 4 ]证明了M ercer核也是

正定的. 目前常用的核函数是多项式、径向基核[1, 2 ].

对于核函数的研究,目前主要有两条思路. 一条

思路是从纯数学角度研究核函数. 文献 [ 3 ] 指出了

核之间运算的法则和构造核函数的若干法则. 文献

[ 8 ] 收集到十几种核函数并依据统计学的观点加以

分析归类,且给出核的谱表达式以便于新核的设计.

核函数的理论研究成果,既有利于构造新的核函数,

又有利于分析核算法的性质. 但是大量核函数的出

现,并没有给实际应用带来太多的好处,反而使大家

感到有些迷茫. 这样就有了第二条研究思路,即从实

际问题出发直接构造特殊的核函数, 而且有的核函

数还不包含需要人为调节的参数. 主要研究工作是

针对生物信息学的非数值样本数据进行的, 先后提

出了局部性改善核[9 ]、F isher 核[10, 11 ]、Top 核[12 ] 等.

文献[ 13 ] 对特殊核函数给予了高度评价,认为有可

能克服核算法在非数值样本应用上的不足.

4　核算法中的正则化技术
　　正则化技术[14 ] 是为了专门处理不适定问题而

提出来的数学方法. H adam ard 意义下的适定问题

必须满足 3 个条件: 解是存在的、唯一的和稳定的.

不能满足所有 3 个条件的问题称为不适定问题. 所

以,模式识别、神经网络中的很多问题也是不适定

的. 例如,反向传播训练算法、感知器算法等,因为它
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们的解不是唯一的.

为了处理不适定问题, 正则化方法定义一个光

滑泛函或正则化泛函作为欲最小化的目标函数,即

R reg (w ) = R emp (w ) + Κ8 (w ). (3)

其中: w 表示与模型有关的参数向量 (有时含阈值

项) , R emp (w ) 是衡量数据拟合程度的经验风险泛函,

8 (w ) 是反映模型复杂性的正则项, Κ是正则化参数.
对于式 (3) 中的第 1项,在模式识别、神经网络

和函数回归 (逼近) 中,常用的形式有: 错分样本数、

误差平方和、误差绝对值之和[4, 15, 16 ] , 在支持向量机

回归算法中增加了 Ε不敏感函数等[1, 2 ].

对于式 (3) 中的第 2项,主要分为两种类型: 平

方或 Gau ss型、绝对值或L ap lace 型[4, 17 ] , 它们分别

对应于原始空间和特征空间中的欲求权向量或系数

向量Α(有时含阈值项) 的2范数和1范数. 在核算法

中,正则项的作用是控制算法的推广能力、提高数值

计算的稳定性、改善迭代算法的收敛性以及剪接网

络拓扑结构. 所以,正则化技术已成为核算法设计的

一个重要数学工具.

5　线性算法的非线性核形式
　　利用核思想与核函数、正则化技术, 研究人员

推广了十几种常用的线性算法, 得到了对应的非线

性核形式. 本文将详细地介绍与评述每一类核形式,

并指出它们随后的发展与应用.

5. 1　特征提取算法的核形式

线性特征提取是利用线性变换降低样本维数的

数学手段[15 ] , 如主成分分析 (PCA )、K2L 变换等.

Scho lkop f 等人[18, 19 ]1997年利用核思想改造了经典

的线性主成分分析, 提出了基于核函数的非线性主

成分分析,即核主成分分析 (KPCA ). 其目的是找到

一组非线性的投影方向,使得各个分量之间不相关.

它的计算过程是: 先求解由训练样本构成的核矩阵

的本征值问题,得到一组本征向量,然后将样本向量

与每一个本征向量作运算,得到一个新的特征分量.

值得注意的是,在样本数大于维数时, KPCA 可实现

特征的扩张, 即能够得到比原始特征数目更多的特

征. 经典的主成分分析是一个线性的坐标旋转变换,

所以它可以进行精确重建,即反变换到原来的特征.

但是,核主成分分析是一种非线性变换,它无法实现

精确的重建,只能进行近似的迭代重建[20 ].

F isher线性判别分析 (FLD ) [15, 16 ]通过找到一个

最有利于分类的线性投影方向, 将两类的高维问题

降低到一维问题来处理. 1999 年M ika 等提出了基

于核函数的非线性形式, 称为核 Fisher 判别分析

(KFD ) [21 ] ,试图找到一个最佳的非线性投影方向,

使得同类样本尽可能地聚集在一起而两类样本分离

最远. 在计算上采用正则化技术来提高数值计算的

稳定性和改善算法的推广能力. 作为两类分类器时,

M ika 等人采用一维 SVM 来确定其中的分类阈值,

在 13个中小规模的基准数据集上取得了比 SVM 更

好的结果[21 ]. 为了使 KFD 算法具有稀疏性 (即出现

大量的零系数) , 他们还提出了用二次规划来求解

KFD 的方法及其相应的稀疏训练算法[4, 22, 23 ].

线性判别分析是 F isher判别分析的推广,属于

考虑多类信息的降维技术. Baudat 等人利用核思想

推广了线性判别分析, 并称之为广义判别分析

(GDA ) [24 ]. 它试图找到一组最佳的非线性投影方向

使多类样本数据在少数几个分量上就能很好的分开

(希望是可视的两维). 文献[ 25 ] 以更简洁的方式推

导出多类线性判别分析的核形式, 并提出了利用特

征值估计正则化参数的有效方法.

KPCA 是企图找出数据结构信息的降维技术

(也可以是升维) , 对于分类问题来说不一定是最佳

的. 而KFD 和GDA 则考虑了类内与类间的信息,这

种降维技术对于分类问题来说是最好的.

5. 2　最小化误差平方和算法的核形式

最小二乘回归分析是最典型的最小化误差平方

和的线性算法, 岭回归分析则在目标函数中增加了

一个平方型正则项,从而可以得到更为稳定的、方差

更小的解[26 ]. 1998年Saunders等学者将岭回归方法

进行核化, 提出了非线性的核岭回归分析方法[27 ] ,

其解满足线性方程组 (K + ΚI) Α = y. 应该注意的

是,这一形式不包含阈值项,当采用线性核 (即 xT y)

时无法退化为线性形式. 在推导核形式时,建议单独

考虑阈值项, 使得核形式能够退化到线性形式.

Ro sipa l等还提出了大家不太熟悉的偏最小二乘回

归算法的核形式[28 ].

在模式识别中,最小平方误差分类器 (M SE) 由

于能够直接处理线性不可分问题而得到研究人员的

重视,而且它还包含两个特例 (F isher线性判别分析

和Bayes分类器) [15, 16 ]. R u iz等[29 ] 根据矩阵论推导

出M SE算法的核形式 (不含正则项) ,其解满足一线

性方程组,但系数矩阵是奇异的. 他们采用广义逆矩

阵来解决系数矩阵的奇异性问题, 算法的缺点是解

的性质完全依赖于核函数的合理选取. 在文献 [ 30,

31 ] 中提出了基于正定核和正则化技术的 3种非线

性 M SE 算法, 称为 M SE 的正则化核形 式

(R KM SE) ,它们的目标函数包含经验风险 (基于核

函数的非线性函数的输出与期望输出之间的误差平

方和) 和一合适的平方型正则项 (取〈w5 ,w 5〉,〈Α,

Α〉,〈Α, Α〉+ Β2 之一). 其解不仅满足一个线性方程

组,而且对于适当的正则化参数,其系数矩阵为对称
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正定阵,存在唯一解. 对于不同的正则项和不同的输

出编码方式, R KM SE 有 3个特例: 最小二乘支持向

量 机 (L S2SVM ) [32 ] , 核 F isher 判 别 分 析

(KFD ) [21 ] (即 F isher 线性判别分析与M SE 关系的

推广) ,核岭回归分析 (KRR ) [27 ]. 这说明R KM SE 可

以作为这些核算法的一个统一框架, 以统一的方式

解释了这些核算法的本质.

这一类算法的缺点是其解不具有稀疏性, 即有

可能所有样本的系数均不等于零 (或不接近于零) ,

所以基于核函数的判别函数或回归函数的计算量较

大.

5. 3　感知器算法的核形式

针对自适应感知器 (A datron) 算法[33 ] , F riess

等人[34 ] 提出了非线性的核A datron 算法,试图通过

迭代过程寻找出间隔最大的分类面. 但是,这一迭代

算法只能处理特征空间中的线性可分问题. 在假定

推广能力的上界是RBF 核宽度参数的连续函数的

条件下,文献[ 35 ] 通过多次训练核A datron 算法来

确定RBF 核的最佳宽度参数,这是利用核算法确定

核参数的一次非常成功的尝试.

关于Ro senb la tt 的感知器算法, 已有多种不同

形式的核形式. 文献[ 3, 36 ] 直接给出了感知器算法

的一种对偶形式或核形式, 其迭代更新公式是给错

分样本的系数加或减 1,即:如果样本 j 是错分样本,

则 Αj α Αj + y j ,与势函数方法[5, 6 ] 的思想 (加减势函

数 ) 相同. 所以确切地说它们是势函数方法的另一

种表示,同时也只能处理特征空间的线性可分问题.

应该注意的是, 这一迭代过程可以产生稀疏判别函

数,即只有少量样本的系数 Αi不等于零.

严格按照 Ro senb la tt 感知器算法的推导过

程[15, 16 ] ,文献[ 37 ] 提出了另一种基于核函数的非线

性感知器算法 (简称为核感知器) , 其迭代更新公式

是: 如果样本 j 是错分样本, 则 Αiα Αi + y iy jk (x i,

x j ) , Βα Β + 1. 借助于线性感知器的收敛性定理[2 ] ,

可以直接证明核感知器的收敛性. 由于这一核感知

器也只能处理特征空间的线性可分问题, 文献 [ 38 ]

利用口袋算法[39 ] 的思想改造核感知器算法,提出了

基于核函数的非线性口袋算法 (即核口袋算法) , 其

目标是找到一组系数使错分样本数为最少. 对于核

口袋算法, 其收敛性可以借助于口袋算法的收敛

性[40 ] 来证明. 为了进一步改善核口袋算法的推广能

力,文献[ 41 ] 引入支持向量机算法中最大化两类之

间间隔的思想, 定义了反映两类样本之间距离大小

的准则:间隔准则. 在核口袋算法的迭代过程中最大

化这一准则, 使迭代过程同时最小化错分样本数和

最大化间隔准则,称之为大间隔核口袋算法. 这 3种

核算法的不足之处也是缺乏稀疏性, 即几乎所有样

本的系数均不等于零 (或者不接近于零).

5. 4　神经元的核形式

对于M cCu lloch2P itts神经元,其输入输出关系

为[15 ]

g (x ) = sign ∑w ix i + b .

对于支持向量机分类算法,其判别函数为

g (x ) = sign ∑Αiy ik (x , x i) + Β .

对于支持向量机回归算法,其回归函数的形式为

g (x ) = ∑Αik (x , x i) + Β.

比较这些函数关系后,文献[ 42 ] 定义了一种基于核

函数的非线性神经元 (核神经元) , 其输入输出函数

关系满足

g (x ) = f ∑Αik (x , x i) + Β ,

其中 f 是线性函数或 Sigm o id 函数等可微函数.

类似于经典前向神经网络的BP训练算法,文献

[ 42 ] 在定义了经验风险 (即神经元的实际输出与期

望输出的误差平方和) 的基础上构造出基于梯度法

的、带冲量项的单样本迭代训练算法. 为了改善算法

的推广能力和获得稀疏的核表达形式, 借助于文献

[ 43 ] 中剪辑多层前向网络的思路,文献[ 44, 45 ] 分

别定义出包含L ap lace或Gau ss正则项、经验风险的

目标函数,然后构造出相应的迭代训练过程. 这两算

法以简单的迭代过程实现了支持向量机中的核思

想、正则化思想和稀疏性. 从有限的实验结果来看,

L ap lace正则项有利于实现稀疏性,而Gau ss正则项

改善推广性的效果更好.

5. 5　距离的核形式及其应用

衡量两个样本之间相似性的距离度量 (如欧氏

距离、M ahalanob is距离等) 是很多模式识别算法的

基础. 距离的核形式可以衡量高维特征空间中两个

模式向量之间的相似性. V ap n ik [2 ] 介绍了欧氏距离

的核形式 (核距离,即 d 2 (x , y ) = k (x , x ) + k (y , y)

- 2k (x , y) ) , Yu 等人[46 ] 提出了基于核距离的近邻

法,并在手写数字识别中取得较好的应用效果. Ru iz

等人[29 ] 推导出M ahalanob is 距离的核形式. 文献

[ 19 ] 在早期未正式发表的版本中 (ht tp: ööwww.

kernel2m ach ines. o rgöpub lica t ion s) 依据核距离提

出了 K 均值 (即C 均值) 聚类算法的核形式. 这些核

距离形式同样可以应用于其它涉及到距离的模式识

别、神经网络算法, 例如 K 近邻法, 动态聚类算法、

自组织特征映射算法等.

6　讨论与展望
　　线性算法的核形式是一类新的非线性机器学习
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技术,它们最显著的特点是利用满足M ercer 条件的

核函数 (或者正定核)巧妙地将经典线性算法推广到

非线性形式,并且使欲求解优化问题的规模仅与样

本数目有关,而与样本维数无关,从而避开了可能出

现的“维数灾难”. 为了提高数值计算的稳定性和控

制算法的推广能力以及改善迭代过程的收敛性,其

中的多数算法还采用了正则化技术. 这些核形式显

著提高了线性算法处理能力,并在人工仿真与基准

数据集上取得了较好的应用效果. 下面讨论进一步

的研究方向与应注意的一些问题:

1) 只要能够将线性算法转化成仅包含样本向

量之间内积运算的形式,就可能将其核化,得到对应

的核形式,这是推导线性算法的非线性核形式的基

本思路. 本文认为仍可能有少数不被大家熟知的线

性算法可以进行核化研究.

2) M ercer 核或正定核是核化研究中最重要的

理论基础,一方面它有可能避开多解性问题,另一方

面它对应着一个特征空间或再生核H ilbert 空间,使

得两个向量 (元素)之间的内积等于核函数. 如果要

放松正定性条件 (例如,采用一般的对称函数) ,则必

须考虑理论上和数值计算上可能出现的问题 (如,解

的不唯一性、矩阵的奇异性等).

3) 利用核思想与核函数将线性算法转化成核

形式时, 通常会遇到不适定问题 (主要表现为多解

性) ,其主要原因是核算法中的所求参数个数往往要

大于样本个数. 正则化技术是目前处理不适定问题

最有效的数学工具. 针对具体问题,需要从计算的简

单性以及不同的目的来选择合适的正则项.

4) 在核算法中使用的核函数是M ercer 核或者

正定核,但是要判断一个对称函数是否满足M ercer

定理[1, 2 ]或者是否满足正定性[4, 7 ]是很困难的,因此

应重视核函数的理论研究成果 (如,核之间运算的法

则与构造核函数的规则) [3, 8 ] ,用它们来指导如何构

造出满足M ercer条件的核函数.

5) 核算法比较成功的应用领域是手写数字识

别[2 ]、文本分类[47 ]与生物信息学[9, 10, 48 ]. 有学者认识

到,要想进一步提高核算法的应用效果,必须考虑问

题的背景知识,采取的措施是在核函数选择与构造

中反映出问题的先验知识[4 ]. 针对样本自然表达形

式 (非数值样本)和问题背景知识,构造特殊的核函

数在生物信息学领域已做了一些有益的尝试,并取

得较好的应用效果[4, 9～ 12 ]. 由于面临的实际问题千

变万化,特殊核函数的构造将需进行大量的研究工

作,在构造特殊核函数的过程中同样需要考虑核函

数的正定性.

6) 由于核算法的规模与样本数有关,上面介绍

的核算法目前主要处理中小规模的模式分类和回归

分析问题 (一般样本数小于 2000). 另外核算法基本

上都是离线算法,无法动态地加入新的训练样本. 因

此,研究和设计这些核算法的在线算法和快速算法

是一个有实用价值的研究方向.

7) 上面介绍的多数核算法与支持向量机算法

一样,最初形式只能处理两类模式分类问题. 对于多

类问题,最简单的策略是将多类问题转化为两类问

题来处理. 目前,整体最优多类算法的研究主要是针

对支持向量机进行的,除了理论分析上的困难外,由

于计算能力的限制, 只进行了有限的实验比较[49 ].

所以,将线性算法的核形式从两类算法推广到整体

最优的多类算法,并研究它们的快速计算方法,是另

一个有实用价值的研究方向.

在过去10年中,线性算法的核化研究已取得了

丰硕的成果,但仍存在一些理论与实际问题需要研

究解决,这将进一步推动这类非线性机器学习技术

的发展和完善.
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