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独立元及小波分析估计多元系统状态变量
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摘　要: 结合状态空间描述,利用独立元分析 ( ICA )方法对状态变量进行估计1解析和算例验证表明,按照状态变量

数目计算的 ICA 分量是状态变量的良好估计,非线性误差得到降低 1在含噪声系统中,结合小波去噪可去除 ICA 无

法去除的噪声,获得状态变量的估计值,显著提高信噪比;噪声可以削弱非线性引起的误差,采用先获取状态变量,后

小波去噪的方法,能得到更好的状态变量估计值1
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Abstract: A cco rding to sta te space theo ry, the independen t componen t analysis ( ICA ) is used to est im at sta te

variab les. By analyses and examp le calcu la t ion, independen t componen ts ( IC s) are fine est im ations to sta te variab les

w h ile their num ber is equal, non2linear erro r is reduced. In system w ith no ise, ICA removes no ise in part, o ther

no ise w h ich unab le to be removed is deducted by w avelet. Signal2no ise rat io (SN R ) of est im ations to sta te variab les

is rem arkab ly enhanced. T he no ise m ay w eaken the non2linearity erro r, est im ations ob tained by the p ropo sed

m ethod are clo ser to sta te variab le than that deno ised at first.
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1　引　　言
　　多元统计和小波分析方法是目前广泛使用的两

类数据压缩和信号去噪方法 [1～ 3 ], 独立元分析
( ICA )则是近年发展起来的具备盲信号分离能力的

多元统计分析方法. 与其他多元统计分析方法相比,

ICA 的最大优点是不仅能消除分量间的相关性,而

且可保证分量的统计独立性,提高分量的可解释性

和适用性. 作者在前期工作中曾提出,在状态空间理

论中采用 ICA 可以对状态变量进行估计[4, 5 ] ,在多元

统计过程控制、化学计量学等领域实现弱信号提取

以及系统特征表达等目的. ICA 作为一种新的信号

分离方法,在多个领域中都发挥着类似的作用[6 ] ,如

脑电波分析[7 ]、语音信号辨识[8 ]等,但对于所应用的

信号系统和分离出的信号性质尚未形成普遍性和确

定性较强的理论阐述,在噪声和非线性因素影响、独

立元数目和计算准确度的关系等方面还处于验证探

索阶段. 本文在状态空间理论中阐述了 ICA 的信号

分离作用,对ICA 盲信号分离作用加以归纳,进一步

对包含非线性特征和噪声的系统进行研究,形成状

态变量的 ICA 估计算法.

对于含噪声系统的信号去噪,小波分析采用信

号的自相关信息,利用噪声平稳、高频、不存在自相
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关的特点,在不同尺度上按照定义阈值将噪声信号

分离,达到去噪的目的;多元统计方法是利用多个变

量冗余的互相关信息,保留系统有效信息,去除无效

的噪声信息,目的侧重于主要变量的保留. 通常思路

认为噪声是干扰和影响多元统计变量准确的重要原

因, 要保证统计分量准确需先去除噪声[3, 7, 8 ]. 实际

上,小波去噪后,信号互相关信息受到干扰和损失,

导致 ICA 计算失真. 本文依据互相关和自相关信息

的逻辑关系,提出先分离后去噪的思路,算例结果证

实该方法具有更好的准确度和真实性.

2　盲信号处理与独立元分析
　　独立元分析是主元分析基础上发展起来的盲信

号处理 (BSP) [9 ]算法,命题如下: 由 n 个未知的源信
号 S i ( t) ( i = 1, 2,⋯, n ) , 构成列向量 S = [S 1 ( t) ,

S 2 ( t) ,⋯, S n ( t) ]T ,其中 t是序列值; A 为 q× n 维的
混合矩阵; q个观察信号y i ( t) ( i = 1, 2,⋯, q) 构成列
向量 Y = [y 1 ( t) , y 2 ( t) ,⋯, y q ( t) ]T ,满足下式:

Y = AS , q≥ n. (1)

对任何 t,根据已知的Y在A 未知的条件下求未知的

S ,构成独立元分析的无噪声信号盲分离问题.

　　独立元分析的解算有如下的前提: 1) 各源信号

之间统计独立; 2) 源信号数 n 小于等于观察信号数

q,混合阵A 存在广义逆矩阵; 3) 有超过一个的高斯

分布的源信号不可分.

　　 ICA 的解算思路是设置一个 n × q维分离矩阵

W = (w ij ) , Y经过W 变换后得到N 维输出列向量X

= [x 1 ( t) , x 2 ( t) ,⋯, x n ( t) ]T ,即

X = W Y = WAS. (2)

如果WA = I ( I是 n × n维单位阵) ,则X = S ,达到

源信号分离目标.

3　系统的状态描述
　　本文将 ICA 的独立信号源假设与系统状态空

间描述结合, 对 ICA 的计算结果进行定性推导. 考

察一个系统的测量, 矢量 y 是观测到的系统 q 个输

出信号,矢量 x 是系统的 n 个状态变量的组合, q≥

n ,那么 t时刻的系统状态可描述为

y = f (x , t). (3)

限于讨论系统在某个 x0 小邻域内的变化,系统可用

一个线性系统代替,其状态描述通过泰勒展开为

f (x , t) = f (x 0, t) +
5f
5xT

0
+ ∆x + Α(∆x , t) ,

(4)

其中: ∆x = x - x 0, Α(∆x , t) 为高阶小项. 记

　 5f
5xT

0
=

5f
5xT

x0

=

5f 1

5x 1
⋯

5f 1

5x n

� �
5f n

5x 1
⋯

5f n

5x n x0

= C , (5)

Α(∆x , t) = E , (6)

Y∈R q, x ∈R n , E 为高阶小项误差, E < R q;那么, y

可以写成

y = Cx + E. (7)

考虑噪声影响,N 是每个测量值中噪声集合,与 y 同

阶,N ∈R q,即

yζ = y + N = Cx + E + N. (8)

　　假设 1　E = 0,N ≠ 0,系统为含噪声的线性系

统,即

yζ = Cx + N = [Cx　CN ]
x + n 1

n 2

. (9)

　　进行 ICA 计算,噪声对于系统状态保持不相关

且独立. 对比式 (1) ,上式的[C , CN ] 为混合矩阵, [x

+ n 1, n 2 ]T 为独立统计分量, x + n 1为含噪声的状态

分量, n 2 为纯噪声分量. 去除 n2,从而实现状态变量

的获取和部分去噪.

假设 2　N = 0, E ≠ 0,系统为不含噪声的非线

性系统, C 中每个元素为常数. 将矢量 E = [e1,⋯,

eq ]T 影射到R n 中的 E′= [e′1,⋯, e′n ]T ,即

T: E → E′, (10)

y = CX + E µ C [x + E′]. (11)

E 与N 不同, E不是独立的,随状态变量x变化,如果

不将 E 影射到R n 中,式 (6) 按式 (8) 的形式改写为

y = Cx + E =

[Cx　CE ]
x + [e1,⋯, en ]T

[en+ 1,⋯, eq ]T
. (12)

采用 ICA 计算 , 由于式 ( 11)中 [ x + [ e1 , ⋯ , en ]T ,

[ en+ 1 ,⋯, eq ]T ]T的元素彼此间并非相互独立,不能

像式 ( 8)那样得到独立的x + [ e1 , ⋯ , en ]T分量和

[ en+ 1 ,⋯, eq ]T分量,而是重新计算得到的表观上统

计独立分量,在后面的算例中可以看到计算结果与

(a)　非线性变量的线性描述误差

(b)　多个非线性变量的误差消抵

图 1　非线性变量的误差及抵消
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x 存在较大的误差.

按照式 (10) 进行计算,为简单与直观起见,取 x

只含一个元素的情况进行说明. 如图 1 (a) 所示, 对

于线性关系,可用 x直接描述;而对于非线性关系 y1

= f 1 (x ) 与x的垂直方向上存在误差 e
′, x′= x + e′,

导致 x 发生变化. 但对应多个非线性关系时, 如图

1 (b) 所示,由于 e′1,⋯, e′n方向各异,彼此抵消,同时,

与 x 相比, e是高阶小项,在非特异情况下, x′和 x 的

偏差并不大.

在 ICA 计算中, 如果按照式 (11) 进行分解, 可

得到 x 的有偏估计值. 在下面的算例中可以看出误

差明显小于式 (12) 的分解方式,两种计算方式的主

要差别在于是按照状态分量 x 还是测量值 y 来定义

独立元的数目.

　　假设 3　N ≠ 0, E ≠ 0,系统为含噪声的非线性

系统.

在此情况下主要取决于噪声的大小,如果N 明

显大于 E , E 的相关性被噪声所覆盖, 需按式 (1) 的

方式处理,得到稳定的状态分量估计值;如果噪声较

弱, E 的相关性未被噪声所覆盖,则需按式 (2) 的情

形来处理,才能获得误差较小的状态分量估计值.

确定状态分量的数目, 对于准确估计系统状态

分量是非常重要的. 按照系统的状态变量数目来定

义 ICA 独立元的计算,可减小非线性造成的误差.

4　算例研究
　　 在 t = [ - 20, 20 ] 上构造两个独立的时间序

列: x 1 = sin c ( t) + 2, x 2 = - sin c ( tö2 + 5) + 2;为

避免输出变量产生奇异,序列中的点都大于零. 按照

y =

y 1

y 2

y 3

y 4

y 5

=

x 2
1x 2

x 2
2x 1

x 1öx 2 + x 2öx 1

x 1x 2 - x 4
2öx 1

x 2
1 + x 2

2 + x 1x 2

(13)

变换成 5个 y 输出,均匀离散成 800个离散点. 叠加

不同信噪比的高斯白噪声产生离散时间序列点, 经

方差标准化后用于计算. 为对比获取的分量估计值

与原始输入的差异, 将估计得到的分量和方差标准

化后的原始输入进行对比,对 n 个状态分量的m 个

离散样本求均方差D 并进行信噪比 (SN R ) 估计.

　　分别对 y 按 2分量和 5分量进行 ICA 计算,在

图 2中可看出 (a) 和 (b) 的对比几乎不存在差异;同

样,在 5分量计算中前两个分量也和输入分量一致.

计算均方差D ,考察 ICA 按2分量和5分量计算结果

与输入变量的差异, 2分量计算D 值为 0. 005 1, 5分

量计算出前两个分量的D 值为 0. 356 51显然,按 2

分量估计的状态分量的均方差要小得多, 采用式

(11) 计算的误差远小于式 (12) , 从而验证了假设 2

的结论.

(a)　2个输入序列　　　　　　　　　　　　　　　　 (b )　按 2分量的 ICA 结果

图 2　算例的输入和按照 2分量计算的结果

表 1　不同样本组合按照 2分量求取状态变量与原始输入的均方差

y 的组合 y 1, y 2 y 3, y 5 y 1, y 3 y 1, y 2, y 3 y 1, y 2, y 4, y 5 y 2, y 3, y 4 y 1, y 2, y 3, y 4, y 5 y 1, y 2, y 3, y 4

均方差 (D ) 0. 017 4 0. 152 5 0. 108 7 0. 093 1 0. 050 5 0. 005 6 0. 005 1 0. 004 9

　　表 1是从不同的 y的元素组合按照 2分量计算

得到的D 值. 如同前面分析得到的结论,所有 2分量

计算的均方差D 都优于 5分量计算的D = 0. 356 5,

且计算结果随 y 的元素数目增加而改善. 值得注意

的是 y 3, 含 y 3 的两元素组合计算结果都不太理想,

但 y 3 大于两元素组合的计算结果却得到明显改善.

图 1 (b) 的示意分析中指出, x 的偏差与 e的方向和

大小有关, y 3 中存在两个倒数关系, 对倒数求导的

高阶误差 e要大于其他单个分量, 方向也与其他元

素的e相反,其他每个单独的e都不足以抵消y 3带来

的误差;而多个元素的组合中 e彼此抵消,能得到令

人满意的结果.

按 5 db～ - 2 db的不同信噪比对y添加噪声后

进行 ICA 计算,添加噪声大小的变化也使得 ICA 分
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量的形状随之变化. 当信噪比达到 0 db 时, 可以清

楚地区分出 2个状态分量和 3 个噪声分量, 从而验

证了假设 3的分析. 噪声对于 ICA 的影响是一个复

杂的问题,相关讨论将另文介绍.

5　小波及小波包去噪
　　 ICA 可通过互信息冗余对系统进行去噪, 同时

得到系统的统计状态分量. 但从式 (8) 和算例中可

以看出, ICA 无法去除包含在状态分量中的噪声. 有

文献将噪声分为测量噪声和源噪声, 并认为源噪声

难以去除[6 ]. 实际上, 不管信号的来源如何, 只要符

合白噪声特征, 对于 ICA 而言都是难于处理的; 另

一方面, ICA 依据信号间的互信息分离独立元,在一

个分量内部,只能提供自相关信息,对于分离出来的

统计独立元内所包含的噪声只能通过自相关信息去

除.

　　小波分析方法是目前发展最快的信号处理方

法,已有大量的相关文献, 在此不再赘述. 本文通过

M atlab 小波工具箱提供的小波包去噪命令对提取

的含噪声状态分量加以去噪.

　　小波去噪命令行为

去噪后信号 = w den (含噪声信号,‘m in im ax i’,

‘s’,‘one’,小波分解层数,‘dm ey’) ;

　　小波包去噪命令行为

[ th r, so rh, keepapp , crit ] =

ddencomp (‘den’,‘w p’,含噪声信号) ;

去噪后信号 =

w pdencmp (含噪声信号, so rh,小波包

分解层数,‘dm ey’, crit, th r, keepapp ).

　　对上述算例 y 按信噪比 - 2 db 添加噪声,以 2

独立元计算; 对获得的统计分量进行小波和小波包

去噪. 计算表明采用离散M eyer小波,按 4层分解具

有最好的去噪效果. 表 2是统计独立元、小波和小波

包去噪后的方差与信噪比的对比. 图 3 (a) 是经小波

包降噪后的分量与 x 的对比.

　　表 2　采用小波和小波包去噪后状态变

量的均方差和信噪比改善情况

ICA 分量 小波降噪 小波包降噪

均方差D 0. 513 2 0. 065 1 0. 065 0

信噪比 SN R ödb 2. 898 11. 993 11. 994

(a)　先 ICA 后小波去噪 　　　　　　　　　　　　　 (b )　先小波去噪后 ICA

图 3　ICA 与小波处理对状态变量估计值的影响

　　表 2和图 3 (a) 表明,经过小波或小波包处理后

的分量与系统状态分量对比, 反映了状态分量的特

征;对比于直接计算的统计分量, 算例中, 信噪比提

高了9 db,误差显著降低,符合对状态变量的估计要

求.

6　 ICA 结合小波包估计系统状态变量的

方法
　　基于以上分析,本文提出利用 ICA 结合小波包

进行系统状态变量估计的方法1该方法分为以下几
个步骤:

1) 状态分量数目的判断 1确定状态分量的数
目,对于保证分量的准确估计十分重要. 当系统组成

明确,对系统机理有一定了解时,可按作者前期提出

的准则[10 ]来分析确定. 在样本数目较大, 能提供充

足建模和验证样本的情况下,可按文献 [ 11 ]提出的

PCA 主成分数目确定的方法来判断独立元数目.

2) 按状态分量数进行 ICA 计算 1前文分析指
出,噪声可以降低非线性误差干扰,但非线性误差并

非完全被噪声所覆盖,按状态分量数目的 ICA 计算

准确度比直接 ICA 计算的准确度要高. 本文采取的

ICA 算法是较为通用的 Fast ICA 算法[6 ] ,该算法基

于固定点递推原理,数据适用性广,被多数研究者所

采用.

　　3) 小波包去噪. 小波和小波包去噪的目的是去

除多元统计分量中无法去除的噪声. 在上面的算例

中可以看出,小波包不具有明显的优势,且小波包需

要更复杂的计算,对于更多的系统小波包的优势能

否得到增强,还需要实验验证. 小波和小波包分析中

小波函数的选择也会影响计算的准确性,实际上,保
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证去噪完全和准确的关键是小波分解层数,本文采

用与算例真值对比的方法来判断小波的分解层数.

实际应用中,可通过L ip sch itz指数检测信号的奇异

性,基于多尺度边缘重建判断小波分解的尺度和层

数,具体步骤可参阅文献[ 12 ].

7　分析与讨论
7. 1　统计分量分离与小波降噪的次序

在多元分析方法与小波分析的结合上,多采用

小波先降噪, 然后再进行多元统计分析[3, 7, 8 ]. 这类

分析方法的思路是噪声对实际信号的表达起到了干

扰作用,需要降噪来消除这种干扰. 在本文的分析中

可以看出,由于噪声分布的平均性和不相关性,使得

噪声在一定程度上可削弱非线性误差的影响,从而

降低线性计算的误差. 另外,在原始样本中由于各个

信号的相关性复杂,在各个离散的序列中噪声达不

到严格的高斯分布,在各尺度上与高频信号存在相

关,导致小波分解层数增加,降噪误差增大. 信噪比

为- 2 db 的算例信号,如果按先8层小波包分解,后

ICA 的顺序处理信号,状态分量估计值与真值有最

小方差,最小方差值为0. 072 8,信噪比为11. 370. 图

3 (b)是先小波后 ICA 处理得到的分量,部分细节出

现明显失真,效果不如本文所提出的处理顺序.

712　 ICA 对小波降噪的改进

本文研究的是如何从相关多元系统中估计出状

态分量,如果将得到的状态变量按式 (1)进行重构,

便成为系统降噪问题. 对信噪比- 2 db 的算例输出

信号,直接用小波包 8 层分解降噪和按本文方法降

噪重构的效果, 与真值的方差分别为 0. 159 和 0.

114, 信噪比分别为 8. 141和 10. 125. ICA 结合小波

方法相对于直接小波包去噪,整体误差和细部的高

频噪声滤除的效果都有所改善. 对 ICA 分量去噪只

需4层小波包分解,降低了小波包分解层数,从而减

少了降噪的误差,同时也节省了计算时间.

8　结　　论
　　在非线性含噪声系统中采用系统状态变量数目

进行线性 ICA 分解,可以稳定估计出系统的状态变

量,且误差小于按实际测量变量数进行线性 ICA 计

算的结果. ICA 及其他多元统计分析方法去除系统

噪声的程度是有限的,而结合小波包降噪可显著提

高系统的信噪比,获得与真实状态变量基本一致的

统计分量估计值. 与单纯的小波分析和单纯的 ICA

进行对比, ICA 结合小波包算法在降噪和信号分离

效果上都得到了改善.
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对 bays29问题,以均匀设计表U 9 (94) 进行 9组

试验,发现也能找到满意的最优参数组合. 在实际操

作中, 可以针对问题规模选择合适大小的均匀设计

表. 对 T SP 问题的测试显示, 均匀设计方法是一种

简单易行的有效方法.

5　结　　语
　　基本蚁群算法参数设置的好坏,直接影响算法

的运行性能,从而影响算法的实用性. 均匀试验设计

方法的出现,为科学有效设定蚁群算法参数提供了

手段. 本文将蚁群算法基本模型的参数设定问题描

述成均匀设计中多因素多水平的试验设计,通过选

择有代表性的参数组合进行试验,从而能够用较少

的试验次数找到满意的算法参数组合. 仿真试验表

明了该方法的可行性和有效性,为科学设定相关算

法参数提供了参考.

参考文献 (References)

[1 ] Do rigo M , M aniezzo V , Co lo rn i A. T he A nt System :

Op tim ization by a Co lony of Cooperation A gen ts [J ].

IE E E T rans on S y stem s, M an, and Cy bernetics2P art B ,

1996, 26 (1) : 29241.

[ 2 ] 陈峻, 沈洁, 秦玲. 蚁群算法求解连续空间优化问题的

一种方法[J ]. 软件学报, 2002, 13 (12) : 231722323.

(Chen L , Shen J , Q ing L. A M ethod fo r So lving

Op tim ization P rob lem in Continuous Space by U sing

A nt Co lony A lgo rithm [J ]. J of S of tw are, 2002, 13

(12) : 231722323. )

[ 3 ] R afael S Parp inelli, H eito r S L opes, A lex A F reitas.

D ata M in ing w ith an A nt Co lony Op tim ization

A lgo rithm [ J ]. IE E E T rans on E volu tionary

Com p u ting , 2002, 6 (4) : 3212332.

[ 4 ] 刘士新, 宋健海, 唐加福. 蚁群最优化—模型、算法及

应用综述[J ]. 系统工程学报, 2004, 19 (5) : 4962502.

(L iu S X, Song J H , T ang J F. A nt Co lony

Op tim ization R eview : M odeling, A lgo rithm s and

A pp licat ions [J ]. J of S y stem s E ng ineering , 2004, 19

(5) : 4962502. )

[ 5 ] 詹士昌, 徐婕, 吴俊. 蚁群算法中有关算法参数的最优

选择[J ]. 科技通报, 2003, 19 (5) : 3812386.

(Zhan S C, Xu J , W u J. T he Op tim al Selection on the

Param eters of the A nt Co lony A lgo rithm [J ]. B u lletin

of S cience and T echnology , 2003, 19 (5) : 3812386. )

[ 6 ] 方开泰, 马长兴. 正交与均匀试验设计[M ]. 北京:科学

出版社, 2001.

( Fang K T , M a C X. O rthog ona l and U nif orm

E xp erim en ta l D esig n [M ]. Beijing: Science P ress,

2001. )

[ 7 ] 何大阔, 王福利, 张春梅. 基于均匀设计的遗传算法参

数设定[J ]. 东北大学学报, 2003, 24 (5) : 4192411.

(H e D K, W ang F L , Zhang C M. E stab lishm ent of

Param eters of Genetic A lgo rithm Based on U nifo rm

D esign [J ]. J of N ortheastern U niversity , 2003, 24 (5) :

4192411. )

[ 8 ] 任露泉. 试验优化设计与分析 [M ]. 北京: 高等教育出

版社, 2003: 1912204.

( R en L Q. Op tim al D esig n and A naly sis of

E xp erim en ts [M ]. Beijing: H igher Education P ress,

2003: 1912204. )

　　 (上接第92页)

[10 ] 姚志湘,钱宇,李秀喜 1多变量化工过程系统的状态空
间及其维数的判定准则[J ]. 高校化学工程学报, 2004,

18 (1) : 73278.

( Yao Z X, Q ian Y, L i X X. T he C riterion fo r

D im ensionality A nalysis of the State Space of Chem ical

P rocesses [J ]. J of Chem ica l E ng ineering of Ch inese

U niversities , 2004, 18 (1) : 73278. )

[11 ] Q in S Joe, D unia R. D eterm in ing the N um ber of

P rincipal Componen ts fo r Best R econstruction [J ]. J

of P rocess Control , 2000, 10 (223) : 2452250.

[12 ] 李弼程,罗建书. 小波分析及其应用 [M ]. 北京: 电子工

业出版社, 20031
( L i B C, L uo J S. W avelet A na ly sis and I ts

A p p lica tion [M ]. Beijing: Pub lish ing House of

E lectron ics Industry, 2003. )

69 控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷


