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含理想控制策略和期望轨道的最优控制

王志胜, 王道波
(南京航空航天大学 自动化学院, 南京 210016)

摘　要: 研究含理想控制策略和期望轨道的二次型最优控制问题. 通过把控制问题转化为估计问题,从信息融合估

计的角度,使原问题转化为求控制量的“最优估计”问题. 通过实际算例表明,该算法所得二次性能指标值优于现有算

法.
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Abstract: A n op tim al con tro l p rob lem w ith ideal con tro l stra tegy and expected tra jecto ry is addressed. In the

p rob lem ideal con tro l stra tegy, expected ob ject tra jecto ry and system dynam ical equation are all regarded as

m easuring info rm ation of the con tro l stra tegy. T herefo re, the op tim al con tro l p rob lem is transferred in to a p rob lem

of info rm ation fusion estim ation, and the algo rithm s of op tim al con tro l w ith ideal con tro l stra tegy and expected

tra jecto ry are given based on info rm ation fusion theo ry. Sim ulation resu lts indicate that the p resen ted algo rithm is

better than ex ist ing algo rithm s.
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1　引　　言
　　对于一类宏观经济控制系统[1, 2 ] ,不仅要求跟踪

期望轨道,而且希望系统控制量尽可能接近理想控

制量,即理想控制策略. 文献[ 3～ 5 ]研究了跟踪期望

轨道且输入量少的最优控制,由于采用状态扩维的

方法使最优跟踪问题转化为最优调节问题,因此计

算量较大,且没有利用理想控制策略信息.

本文从信息融合估计的角度,把期望轨道信息、

系统动态信息和理想控制策略信息等均视为关于控

制量的观测信息,从而基于信息融合估计理论[7 ] ,直

接求出关于控制量的“最优估计”.

2　信息融合估计基本理论

　　定理 1[6 ]　设关于被估计量 x 的各种信息均可

表示为

y i = H ix + vi, i = 1, 2,⋯, n. (1)

式中: y i 为观测数据, vi 为观测误差, 且 E [vi ] = 0,

E [vivT
j ] =

R i, i = j

0, i≠ j
. 若∑

n

i= 1
H T

i R - 1
i H i为非奇异,则 xδ

是基于 y i ( i = 1, 2,⋯, n ) 的最优线性融合估计. 且

var[xδ] = (∑
n

i= 1
H T

i R - 1
i H i)

- 1
, (2)

xδ = (∑
n

i= 1
H T

i R - 1
i H i)

- 1

∑
n

i= 1
H T

i R - 1
i y i. (3)

　　 称式 (1) 为信息融合估计的统一线性模型. 显

然,关于 x 的先验信息、估计信息和各种量测信息均



可用信息融合估计的统一模型表示. 称 R - 1
i 为信息

y i关于自身的信息量; H T
i R - 1

i H i为y i关于被估计量x

的信息量. 所有关于被估计量 x 的信息的信息量之

和等于最优融合估计 xδ关于自身的信息量. 通常,信

息关于自身的信息量和该信息的协方差互为倒数.

定理 2[7 ]　在定理 1中,设关于 x还含有等式约

束信息,即 yn+ 1 = H n+ 1x. 不失一般性,令

x = [xT
1　xT

2 ]T ,

y i = H i, 3 1x 1 + H i, 3 2x 2 + vi, i = 1, 2,⋯, n ,

yn+ 1 = H n+ 1, 3 1x 1 + H n+ 1, 22x 2.

若H n+ 1, 22 可逆,则 xδ = [xδT
1　xδT

2 ]T 是基于 y i ( i = 1,

2,⋯, n + 1) 的最优线性融合估计. 且

xδ1 = (∑
n

i= 1

H{ T
i R - 1

i H{ i)
- 1

∑
n

i= 1

H{ T
i R - 1

i (y i -

H i, 3 2H
- 1
n+ 1, 22yn+ 1) , (4)

xδ2 = H - 1
n+ 1, 22 (yn+ 1 - H n+ 1, 3 1xδ1). (5)

式中

H{ i = H i, 3 1 - H i, 3 2H
- 1
n+ 1, 22H n+ 1, 3 1, i = 1, 2,⋯, n.

　　定理 2为信息奇异融合估计算法,即含有等式

约束信息的融合估计算法.

3　基于信息融合估计理论的最优控制
3. 1　问题描述

考虑如下动力学系统:

x (k + 1) = A x (k ) + B 1u (k ) + B 2d (k ). (6)

式中: x (k ) ∈ R n×1 为状态量; u (k ) ∈ R m 1×1 为控制

量; d (k ) ∈R m 2×1 为已知量; A ,B 1,B 2 为已知的维数

适当的矩阵; x (0) = x 0.

问题是求最优控制序列{u (k ) }, 使二次性能指

标

J =∑
kf

k= 1
‖x (k ) - x 3 (k )‖2

M (k) +

∑
k f - 1

k= 0
‖u (k ) - u3 (k )‖2

N (k ) (7)

为最小. 其中: k f 为终端时刻; x3 (k ) 为期望轨道;

u3 (k ) 为理想控制策略;M (k ) 和N (k ) 为对称正定

阵.

3. 2　最优控制序列的集中解法

最优控制序列的集中解法属于信息融合估计的

集中方式.

首先,从式 (7) 可看出,M (k ) 和N (k ) 实际上就

是 x3 (k ) 和 u3 (k ) 关于自身的信息量. 因此,可将式

(7) 转化为如下信息融合估计的统一模型:

x3 (k ) = x (k ) + m (k ) , k = 1, 2,⋯, k f , (8)

u3 (k ) = u (k ) + n (k ) ,

k = 0, 1, 2,⋯, k f - 1. (9)

式中: x (k ) 和 u (k ) 为被估计量, x3 (k ) 和 u3 (k ) 为

观测数据,m (k ) 和 n (k ) 为观测误差,且E [m (k ) ] =

0, va r[m (k ) ] = M - 1 (k ) , E [n (k ) ] = 0, var[n (k ) ]

= N - 1 (k ).

令

xθ3 =

x3 (1)

x3 (2)

�

x3 (k f )

, xθ =

x (1)

x (2)

�
x (k f )

, mϖ =

m (1)

m (2)

�
m (k f )

,

uλ3 =

u3 (0)

u3 (1)

�
u3 (k f - 1)

, uλ =

u (0)

u (1)

�
u (k f - 1)

,

nθ =

n (0)

n (1)

�
n (k f - 1)

,

则可将式 (8) 和 (9) 写成集中形式

xθ3 = xθ + mϖ, (10)

uλ3 = uλ + nθ. (11)

式中

var[mϖ ] = M{ - 1 =

{diag [M (1) ,M (2) ,⋯,M (k f ) ]}- 1,

va r[nθ ] = Nϖ- 1 =

{diag [N (0) ,N (1) ,⋯,N (k f - 1) ]}- 1.

　　而式 (6) 属于等式约束信息,经过简单变换后,

有

xθ = H uuλ + H d dθ. (12)

式中

H u =

B 1 0

AB 1 B 1

A 2B 1 AB 1 ω
� � ω ω

A kf - 1B 1 A k f - 2B 1 ⋯ AB 1 B 1

,

H d =

B 2 0

AB 2 B 2

A 2B 2 AB 2 ω
� � ω ω

A kf - 1B 2 A k f - 2B 2 ⋯ AB 2 B 2

,

dθ =

d (0)

d (1)

�
d (k f - 1)

.

　　将式 (12) 代入式 (10) 后,可得如下关于被估计

量 uλ的一个观测信息:
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xθ3 - H d dθ = H uuλ + mϖ. (13)

考虑式 (11) 和式 (13) ,根据定理 1,可得关于 uλ的最
优估计为

uλ
^

= (Nϖ + H T
uM{ H u) - 1 [Nϖuλ3 +

H T
uM{ (xθ3 - H d dθ) ]. (14)

3. 3　最优控制序列的序贯解法

最优控制序列的序贯解法属于信息融合估计的

序贯方式.

关于被估计量 x (k + 1) 的所有信息,包括 3部

分,即:

1) u3 ( i) , i = k + 1, k + 2,⋯, k f - 1;

2) x 3 ( i) , i = k + 1, k + 2,⋯, k f ;

3) x ( i + 1) = A x ( i) + B 1u ( i) + B 2d ( i) ,

i = k + 1, k + 2,⋯, k f - 1.

若已求得 x (k + 1) 的最优估计 xδ(k + 1) 及其信息

量 P (k + 1) , 则关于被估计量 x (k ) 的所有信息如

下:

1) xδ(k + 1) =

A x (k ) + B 1u (k ) + B 2d (k ) + p (k + 1) ;

2) u3 (k ) = u (k ) + n (k ) ;

3) x 3 (k ) = x (k ) + m (k ).

根据定理 1, 融合上述 3 个信息, 可求得关于

x (k ) 的信息量 P (k ) 及其最优估计 xδ(k ) 分别为

P (k ) = M (k ) + A T [P - 1 (k + 1) +

　　 　B 1N
- 1 (k )B T

1 ]- 1A , (15)

xδ(k ) = P - 1 (k ) {M (k ) x 3 (k ) + A T [P - 1 (k +

　　 　1) + B 1N
- 1 (k )B T

1 ]- 1 [xδ(k + 1) -

　　 　B 1u3 (k ) - B 2d (k ) ]}. (16)

　　同理,关于被估计量 u (k ) 的所有信息,也包括

3部分,即:

1) u3 ( i) , i = k , k + 1,⋯, k f - 1;

2) x 3 ( i) , i = k + 1, k + 2,⋯, k f ;

3) x ( i + 1) = A x ( i) + B 1u ( i) + B 2d ( i) ,

i = k , k + 1,⋯, k f - 1,且 x (k ) 已知.

若已求得 x (k + 1) 的最优估计 xδ(k + 1) 及其

信息量 P (k + 1) ,则关于被估计量 u (k ) 的所有信息

如下:

1) xδ(k + 1) = x (k + 1) + p (k + 1) ,

E [p (k + 1) ] = 0,

var[p (k + 1) ] = P - 1 (k + 1) ;

2) u3 (k ) = u (k ) + n (k ) ;

3) x (k + 1) = A x (k ) + B 1u (k ) + B 2d (k ) , x (k )

已知.

根据定理 2,融合上述 3个信息,可得被估计量

u (k ) 的最优估计为

uδ(k ) =

[N (k ) + B T
1 P (k + 1)B 1 ]- 1 [N (k ) u3 (k ) +

B T
1 P (k + 1) (xδ(k + 1) - A x (k ) - B 2d (k ) ) ].

(17)

　　综合考虑式 (15)～ (17) ,便可实现最优控制序

列的序贯求解. 理论推导和仿真计算都表明,最优控

制序列的序贯算法和集中算法完全等效. 但是,由于

集中算法属于开环控制,而序贯算法属于闭环控制,

因此,当系统含有未知干扰时,不能采用集中算法.

4　应用举例
　　文献[ 2 ] 给出了一个宏观经济的计量模型,即

x (k + 1) =

1. 014 0. 002

0. 093 0. 753
x (k ) +

- 0. 004

- 0. 100
u (k ) +

- 1. 312

0. 448
,

式中: x (k ) =
C (k )

I (k )
, C (k ) 为第 k 期的消费, I (k )

为第 k 期的投资; u (k ) 为第 k 期的政府支出.

如果已知C (0) = 460. 1, I (0) = 113. 1, u (0) =

153. 6,并且要求他们均按 0. 75◊ 的速度增长,则期

望轨道和理想控制策略分别为

C 3 (k ) = 1. 0075kC (0) ,

I 3 (k ) = 1. 0075k I (0) ,

u 3 (k ) = 1. 0075ku (0).

　　该经济系统的控制目标是使 x (k ) 尽可能接近

x3 (k ) =
C 3 (k )

I 3 (k )
, u (k ) 尽可能接近 u3 (k ). 当考虑

终端时刻 k f = 7时,性能指标函数取为

J (u ) = ‖x (7) - x3 (7)‖
2

100 0

0 100

　　　 +

∑
6

k= 1
{‖x (k ) - x3 (k )‖2 +

‖u (k ) - u3 (k )‖2}.

　　 对上述宏观经济控制问题, 文献[ 2 ] 采用最优

跟踪算法所得到的最优控制序列为 156. 4, 156. 8,

157. 2, 157. 4, 157. 2, 156. 7; 最优消费轨道序列为

464. 8, 469. 6, 474. 5, 479. 4, 484. 4, 489. 5, 494. 6;最

优投资轨道序列为 112. 8, 112. 9, 113. 4, 114. 2,

115. 3, 116. 7, 118. 3; 性能指标函数取值为 J =

988. 1.

采用文献[ 3～ 5 ] 的算法所得到的最优控制序

列为 152. 9, 152. 2, 151. 6, 151. 0, 150. 2, 149. 1; 最

优消费轨道序列为 456. 0, 460. 7, 465. 4, 470. 3,

475. 2, 480. 1, 485. 2; 最优投资轨道序列为 119. 8,

117. 8, 116. 7, 116. 5, 116. 8, 117. 6, 118. 7;性能指标

函数取值为 J = 452. 2.
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采用本文给出的算法所得到的最优控制序列为

153. 6, 153. 7, 153. 8, 153. 8, 153. 5, 152. 8;最优消费

轨 道 序 列 为 456. 1, 460. 8, 465. 6, 470. 4, 475. 3,

480. 2, 485. 3; 最优投资轨道序列为 122. 8, 120. 0,

118. 3, 117. 4, 117. 2, 117. 6, 118. 4;性能指标函数取

值为 J = 338. 7.

文献[ 2 ] 采用的最优跟踪算法没有利用期望轨

道信息的未来全部信息, 仅利用了期望轨道信息的

未来一步信息,且没有利用理想控制策略信息;文献

[ 3～ 5 ] 的算法利用了期望轨道信息的未来全部信

息,但也没利用理想控制策略信息;本文算法利用了

系统提供的全部信息. 从上述比较可以看出,在求最

优控制策略时,所利用的信息越多,性能指标函数取

值越低, 控制策略越好. 因此, 文献 [ 2 ] 采用的算法

性能指标值最高, [ 3～ 5 ] 的算法性能指标值次之,

本文算法性能指标值最低.

5　结　　语
　　本文研究了含理想控制策略和期望轨道的二次

型最优控制问题. 通过把二次性能指标等效为关于

控制的观测信息,从信息融合估计的角度,使原问题

转化为求控制量的“最优估计”问题. 通过一个宏观

经济系统控制的例子,计算结果表明,本文算法所得

二次性能指标值低于现有算法,现有算法不能实现

式 (7)所示的性能指标意义下的最优.
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