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一类欠驱动机械系统的非线性控制
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摘　要: 针对一类欠驱动机械系统,分析了其数学模型,提出了一种基于部分反馈线性化的非线性控制方案. 该方案

利用精确线性化的方法将欠驱动系统直接激励部分线性化,将被动部分作为系统的内部动态考虑; 并选择直接激励

的自由度作为系统输出,进行系统的轨迹跟踪控制;通过分析系统的内部动态,证明了零动态的稳定性能保证控制系

统的稳定性. 最后通过对吊车的负载防摆控制的研究,验证了该方案的可行性.
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Abstract: A m athem atical model of a class of underactuated m echan ical system s is analyzed and a non linear con tro l

schem e based on part ia l feedback linearizat ion is p resen ted. In the underactuated m echan ical system , the dynam ics

co rresponding to the active degrees of freedom are linearized based on the exact linearizat ion design techn ique, w h ile

the dynam ics co rresponding to the passive degrees are taken as the in ternal dynam ics of the system. T he tra jecto ry

track ing con tro l of the linearized system is studied by choo sing the active degrees as the system outpu ts. T he

analysis of the system in ternal dynam ics show s that the stab ility of the zero dynam ics guaran tees the stab ility of the

con tro l system. F inally, sim ulation is done fo r the an ti2sw ing con tro l of an overhead crane system.
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1　引　　言
　　欠驱动机械系统拥有比系统自由度少的驱动

器,它需要通过较少的驱动器完成复杂的运动控制

任务; 多数情况下欠驱动机械系统为非完整约束系

统,同时又表现出一般光滑状态反馈控制无法镇定

的性质. 欠驱动系统控制的难点在于:直接激励部分

的自由度和欠驱动部分的自由度相互间是非线性耦

合的,设计的控制器必需同时能够对系统所有的自

由度具有较好的控制性能.

近年来,由于欠驱动机械系统的广泛应用,其控

制方法也得到了深入的研究. 对于欠驱动机械系统

的研究已经有“倒立摆的控制”[1, 2 ] ,“吊车的控

制”[3, 4 ] ,“平面操纵机器人的控制”[5 ]等; 同时欠驱动

机械系统的稳定性问题也逐步受到了大家的重视,

对于部分特定的欠驱动机械系统的稳定性,已有证

明[2 ]. 但是大部分学者只是基于自己的兴趣,针对一

些具体的应用进行研究,对于具有普遍意义的控制

系统的稳定性没有给出相应的证明.

本文考虑一类欠驱动机械系统,针对欠驱动系

统激励不足的特征,利用部分反馈线性化的方法设

计系统的非线性控制方案. 通过选择直接激励的自

由度作为系统输出,给出了基于轨迹跟踪控制的一



类欠驱动系统的标准形式,基于对该标准型内部动

态进行的分析,证明了在保证零动态稳定的情况下,

控制系统是稳定的. 最后通过一个实例 (吊车负载防

摆控制问题)验证了本方案的可行性.

2　系统建模
　　对于空间规范流形Q ,定义 (q, qα) = (q1,⋯, qn ,

qα1,⋯, qαn) 为映射空间M = TQ 的向量束, q, qα和qβ分

别表示坐标及其速度和加速度形式. 系统由m 维 (m

< n ,m ≥ 1) 独立控制量驱动,即系统的控制输入维

数少于系统维数,用 u ∈ R m 表示系统的输入变量.

将系统的维数 q = (q1,⋯, qn) 分解为 q = (q1, q2) ,

其中 q1 ∈R m , q2 ∈R n- m ;不失一般性的假设系统驱

动部分由 q1 表示, 欠驱动部分由 q2 表示, 则基于

L agrange方程建立的系统模型为[6 ]

M 11 (q) qβ1 + M 12 (q) qβ2 + F 1 (q, qα) = B (q) u , (1)

M 21 (q) qβ1 + M 22 (q) qβ2 + F 2 (q, qα) = 0. (2)

其中: B (q) ∈ R m×m 对于所有 q ∈Q 可逆; F 1 (q, qα)

∈R m , F 2 (q, qα) ∈R n- m ;M ij (q) , i, j = 1, 2组成 n ×

n的惯性矩阵,惯性矩阵对所有q∈Q 都是正实对称

的.

式 (1) 和式 (2) 表征了一类欠驱动机械系统的

动力学模型.

3　控制方案
　　下面对系统 (1) 和 (2) 使用“部分反馈线性化”

的方法进行处理, 同时选择系统输出为 y = q1 ∈

R m ,这样系统的输出就与激励部分直接相关; 而将

未被线性化的部分作为系统的内部动态进行考虑.

3. 1　部分反馈线性化

根据式 (2) 可解得

qβ2 = - M - 1
22 (q) [M 21 (q) qβ1 + F 2 (q, qα) ]. (3)

将式 (3) 代入式 (1) 可得

M{ (q) qβ1 + Fϖ (q, qα) = B (q) u , (4)

其中

M{ (q) = M 11 (q) - M 12 (q)M - 1
22 (q)M 21 (q) ,

Fϖ (q, qα) = F 1 (q, qα) - M 12 (q)M - 1
22 (q) F 2 (q, qα).

应用部分反馈线性化控制方法,即取

u = B - 1 (q) [M{ (q) v + Fϖ (q, qα) ],

其中v∈R m 为新的控制输入,则式 (1) 和式 (2) 可重

写为

qβ1 = v , (5)

qβ2 = J (q) qβ1 + R (q, qα) , (6)

y = q1. (7)

其中

J (q) = - M - 1
22 (q)M 21 (q) ,

R (q, qα) = - M - 1
22 (q) F 2 (q, qα).

方程 (5) 和 (6) 具有表征欠驱动机械系统特征的三

角形式或级联形式.

可以看出: v 到 y 为二次线性化了的输入输出;

整个系统具有m 维的相对阶向量 (2,⋯, 2) T , 方程

(6) 表征了系统的内部动态.

3. 2　轨迹跟踪控制

如果用 y d = qd
1 ( t) 表征系统的期望轨迹, 这样

可选择轨迹控制量

v = qβd
1 + k d (qαd1 - qα1) + k p (qd

1 - q1) , (8)

其中 k d和 k p为表征系统增益的正的m 维对角矩阵.

选择状态变量

z 1 = q1 - qd
1 , z 2 = qα1 - qαd1 ,

Γ1 = q2, Γ2 = qα2, (9)

同时选择输出误差

yθ = y - y d , (10)

则整个闭环系统可以写成

zα1 = z 2, zα2 = - k p z 1 - k d z 2, Γα1 = Γ2,

Γα2 = J (q) (qβd
1 - k p z 1 - k dz 2) + R (q, qα) ,

yθ = z 1. (11)

写成矩阵形式为

zα= A z , (12)

Γα= Ξ(z , Γ) , (13)

yθ = C z. (14)

其中: z T = (z T
1 , z T

2 ) , ΓT = (ΓT
1 , ΓT

2 ) ,矩阵A 和矩阵C

及 Ξ(z , Γ) 分别为

A =
0 Im×m

- k p - k d

; C = [ Im×m　0 ];

Ξ(z , Γ) =
Γ2

J (q) (qβd
1 - k p z 1 - k d z 2) + R (q, qα)

.

3. 3　控制系统稳定性证明

观察系统 (12)～ (14) ,状态空间中 z = 0面为

系统定义了一个可积流形. 由正增益 kd 和 k p 组成的

矩阵A 是H u rw itz的,该流形的动态特性为

Γα= Ξ(0, Γ) , (15)

同时 (15) 也定义了系统的零动态.

引理 1[7 ]　对于系统

zα= f (z , y ) , yα= A y + p (z , y ) , (16)

并假定所有接近 0的 z 有 p (z , 0) = 0且

5p
5y

(0, 0) = 0. (17)

如果 zα= f (z , 0) 在零点 z = 0处渐近稳定,且A 是

H u rw itz的, 则系统 (16) 渐近稳定于零点 (z , y ) =

(0, 0).

定理 1　对于系统 (12)～ (14) , 当时间 t ≥ 0

时,零动态 Γα= Ξ(0, Γ) 渐近稳定于 Γ= 0,且矩阵A

是 H u rw itz 的, 则反馈控制算法使得系统 (12)～
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(14) 渐近稳定于 (z , Γ) = (0, 0).

证明 　 可直接应用引理 1, 因为子系统 Γα=

Ξ(0, Γ) 在平衡点 Γ= 0是渐近稳定的,同时注意到

系统 (12) , (13) 与系统 (16) 具有相同的形式, 故定

理成立. □

该定理主要指出了整个系统的稳定性可以通过

分析 (12) 和 (13) 两个系统得到,即系统 (13) 的稳定

性保证系统 (12) 的稳定性,这样控制系统的稳定性

就得到了保证.

4　应用实例
　　下面通过吊车这一实际的欠驱动机械系统的

“负载防摆控制问题”来验证上述控制算法. 根据文

献[ 3 ],二维吊车系统的动力学模型表示为

m 11 (q) qβ1 + m 12 (q) qβ2 + f 1 (q, qα) = b (q) u ,

m 21 (q) qβ1 + m 22 (q) qβ2 + f 2 (q, qα) = 0, (18)

其中参数的表达式及具体意义参见文献[ 3 ].

系统 (18) 通过部分反馈线性化可得

xβ= v x , lβ= v l,

Ηβ= - g sinΗöl - 2lαΗαöl + co sΗv x öl. (19)

其中

v s = (u x + u l sinΗ) öM ,

v l = g co sΗ+ lΗα2 + sinΗu x öM +

　　 (M + m sin2Η) u 1ö(M m ).

　　为跟踪给定的目标轨迹,取

　v x = xβd + k d - x (xαd - xα) + k p - x (x d - x ) , (20)

　v l = lβd + k d - l ( lαd - lα) + k p - l ( ld - l). (21)

选择 x
� = (x - x d ) 和 lπ= ( l - ld ) ,则可得到闭环系

统

x�
¨

+ k d - x x�
õ

+ k p - x x� = 0, (22)

lπ
¨

+ k d - l l
α+ k p - l l

π= 0. (23)

显然,闭环系统 (22) , (23) 的性能由参数 k d - x , k p - x ,

k d - l 和 k p - l 决定.

对于系统的内部动态 (19) , 为了保证零动态稳

定,可将 v x 修改成如下形式[8 ]:

v x = xβd + k d - x (xαd - xα) + k p - x (x d - x ) + kΗα

(24)

这样系统的零动态为

Ηβ- kco sΗΗαöl + g sinΗöl = 0. (25)

　　由于吊车运行过程中 co sΗ始终为正,所以只需

　　　　　　　k < - 2û lαû < 0 (26)

即可保证系统的零动态的稳定,从而保证了“负载摆

角”始终保持衰减状态.

仿真实验中,取小车质量M = 25 kg,负载质量

m = 5 kg, [k d - x , k p - x , k d - l, k p - l ] = [ 1. 414, 1,

1. 414, 1 ], k = 2. 模拟负载在高处的某个地方和低

处某个地方来回吊运过程, 吊运开始前小车和负载

都处于静止状态.

仿真实验的结果如图 1所示, 其纵轴为误差曲

线, 1 (a) 中“x (0→ 2) , l (0. 5→ 1)”表示吊车将负载

从初始位置为 0 m , 初始摆长为 0. 5 m 处吊往低处

的位置为2 m ,摆长为1 m 处; 1 (b) 中“x (2→0) , l (1

→ 0. 5)”则给出了将负载从低处吊回原处的仿真曲

线. 由仿真结果可以看出在负载来回吊运的过程中

吊车系统在 7 s左右同时实现了小车位置和摆长的

跟踪任务,负载的摆动也得到了消除;这证明本文提

出的控制方案是切实可行的.

(a)　x (0→ 2) , l (0. 5→ 1)

(b)　x (2→ 0) , l (1→ 0. 5)

图 1　系统轨迹跟踪的误差曲线

5　结　　语
　　本文针对一类欠驱动机械系统的动力学模型,

提出了一种部分反馈线性化的非线性控制规律,该

控制规律能够使欠驱动机械系统直接激励部分的自

由度实现精确跟踪;同时,给出了控制系统稳定性的

证明. 针对吊车这一欠驱动机械系统的“负载防摆控

制问题”,仿真实验结果表明: 所提出的控制规律具

有一定的实践指导意义和理论参考价值.
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p ) 可得 f ( ID i)G 1, 从而用L agrange 插值公式恢复

出密钥, 才能计算出票数. 而求解 f ( ID i)G 1 时需用

到参与者的私钥 k i,用公钥X i = k iG 1计算 k i是求解

椭圆曲线上离散对数难解问题,是困难的.

4) 隐私性. 验证者认证投票者的投票有效, 使

用的是非交互公开可认证的零知识证明协议

ECD EQ (G 1, U , G 2,Q ) ,认证时没泄露出 v 的任何信

息. 投票者既可让人认证自己投入了有效的选票,又

不必泄露自己投了谁的票,保护了隐私.

5) 不可重复性. 用了投票者的公开身份识别号

作为 x 值,可进行认证以防止投票者重复投票.

6) 不可抵赖性. 投票者和计票者都不可否认自

己的身份, 只有他们自己才有私钥能算出碎片及密

钥.

7) 重复使用性. 此策略参与者A i 不需要知道

f ( ID i) 的值,只要知道相关的 S i = f ( ID i)G 1 便可

重新恢复出密钥 sG 1, 而 s并没有泄露, 同时参与者

A i也不要公开他的私钥 k i. 所以密钥 s和参与者的

私钥可以同时用在几个不同的选举中, 有利于密钥

的复制和更新.

8) 此策略进行的解密、加密、认证都是椭圆曲

线上的加减法运算,运算速度快. 计票者的密钥位数

短,存贮量小. 长度为 160 b it的素数 p 即可 (相当于

大数分解R SA 中长度为 1 024 b it 素数的难度). 因

而此策略速度快、安全性能高、方便简洁.

4　结　　语
　　本文基于椭圆曲线上难解问题,构造出了一个

新的非交互可公开认证的电子选举策略,该策略的

一个特点就是任何人皆可认证所有投票者所投出的

选票是否为正确 (选票是否有效但无法得知其所投

的内容为何) ,任何人皆可认证计票是否公正 (只有

合法的选票才会被加入到最后的总票数内,且一定

会被加入). 也解决了计票人权力过于集中的问题,

还能对计票人的身份和数据进行公开认证,防止了

计票人的欺诈行为. 另外,在投票中随时认证将非法

选票去除,降低了存贮量. 该方案适用于重要的、小

型的电子选举,有一定的实用价值.
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