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一类非光滑优化及其在控制系统稳定化中的应用

高　岩
(上海理工大学 管理学院, 上海 200093)

摘　要: 研究一类来自控制系统稳定化中的非光滑优化问题. 考虑L yapunov函数是非光滑的,特别是有限个光滑函

数的极大值函数. 建立了相应的非光滑优化模型,进一步导出了这类非光滑优化的 KKT 系统,然后基于非线性互补

函数将此KKT 系统转化成一个非光滑方程组,最后分别用广义牛顿法和光滑化牛顿法求解此非光滑方程组,使得此

类稳定化设计可以具体实现.
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Abstract: A nonsmoo th op tim ization p rob lem , w h ich arises from the stab ilizat ion fo r non linear con tro l system s, is

studied. N onsmoo th L yapunov functions are ob tained by m axim izing fin itely m any smoo th functions. F irst, a

nonsmoo th op tim ization model and its Karush2Kuhn2T ucker (KKT ) system are p ropo sed. Based on the non linear

comp lem entarity p rob lem function, the KKT system is transfo rm ed in to a system of nonsmoo th equations. F inally,

the generalized N ew ton m ethod and the smoo th ing N ew ton m ethod are app lied to so lving th is system of nonsmoo th

equations.
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1　引　　言
　　考虑下面不确定控制系统:

x′( t) = f (x , u , d ) , (1)

其中: x ∈R n为状态变量, t≥ 0为时间, u 为控制, d

为有界扰动, f 为 L ip sch itz 函数. 记 x ( t) = x ( t,

u ( t) , d ( t) ) 为系统 (1) 的解. 给定 L yapunov 函数

V (x ) ,如果对于任意的 Γ> 0和 T > 0都有 u 使得

V (x ( t) ) ≤ e- atV (0) + Γ, t≥ 0, (2)

则称系统 (1) 是近似稳定的. 许多文献讨论

L yapunov函数为非光滑情况下的稳定化问题. 文献

[ 1 ] 证明了存在一个分段常数反馈 u 使得式 (2) 成

立, 最近这一结论又被推广到混杂系统[2, 3 ]. 然而文

献[ 1～ 3 ]仅证明了分段常数反馈的存在性,如何计

算反馈 u 却没有研究. 本文试图研究相关的数值问

题.

R n 上函数 f (x ) 的上图 Ep i(f ) 定义为 Ep i(f )

= { (x , y ) ∈R n+ 1ûy ≥ f (x ) }. 文献[ 1～ 3 ]中稳定

化的主要工作就是在每一时刻求一点 (a , b) 到

L yapunov函数V (x ) 上图Ep i(V ) 的投影,这里 a∈

R n , b∈R ,也就是要求解 x 3 ∈R n , y 3 ∈R ,使得

d ( (a , b) , Ep i(V ) ) =

(‖x 3 - a‖2 + (y 3 - b) 2) 1ö2,

这里 (x 3 , y 3 ) ∈Ep i(V ) , d (x , S ) 表示点 x 到集合S

的距离. 实际上, 此问题可以转化成一个非光滑优

化. 本文就是试图解决这一类非光滑优化问题. 在实



际应用中,通常涉及的非光滑L yapunov函数是如下

极大值函数:

V (x ) = m ax
i∈I

V i (x ). (3)

这里 I = {1, 2,⋯,m }为有限标记集合,V i (x ) , i∈ I

为R n 上的二次连续可微函数. 本文讨论限于式 (3)

给出的L yapunov函数,计算一点到Ep i(V ) 的投影.

例 1　设[3 ]

f (x ) = (1 + ûx û ) u + d , V (x ) = ûx û.
L yapunov函数V (x ) 为式 (3) 给出的形式, 事实上

V (x ) 可表示为V (x ) = m ax{x , - x },这里V 1 (x )

= x ,V 2 (x ) = - x 均为二次连续可微函数.

2　非光滑优化模型和Karush-Kuhn -Tucker

(KKT) 系统
　　引理 1　设 f (x ) 为R n上的连续函数, (a, b) |
Ep i(f ) , 这里 a∈R n , b∈R ,如果 x 3 ∈R n是下述问

题的解:

(P 1)　m inz = ‖x - a‖2 + (f (x ) - b) 2,

那么

d ( (a , b) , Ep i(f ) ) =

(‖x 3 - a‖2 + (f (x 3 ) - b) 2) 1ö2.

　　根据引理1,点 (a , b) 到V (x ) 上图Ep i(V ) 的投

影可通过求解如下问题来完成:

　　 (P 2)　m in G (x ) =

　　　　　‖x - a‖2 + (m ax
i∈I

V i (x ) - b) 2.

显然, (P2) 是一个非光滑优化问题.

设 F : R n→R m 为局部L ip sch itz函数,D F表示F

的可微点集合, F (x ) 的广义雅可比 5F (x ) 定义为

5F (x ) = co{ lim
x n→x

J F (x n) ûx n→x , x n ∈D F },

这里“J”表示雅可比矩阵,当m = 1时, 5F (x ) 称为

广义梯度[4 ].

引理 2　假设 f (x ) 为 R 上的连续可微函数,

g (x ) 为R n 上的局部L ip sch itz函数,则有

5(f (g (x ) ) ) = f ′(g (x ) ) 5g (x ). (4)

　　证明　由广义梯度的链式法则[4 ] , 5(f (g (x ) ) )

< f ′(g (x ) ) 5g (x ). 因此, 为证明 (4) 只需证明反包

含

5(f (g (x ) ) ) = f ′(g (x ) ) 5g (x ). (5)

　　设Γ< f ′(g (x ) ) 5g (x ) ,那么存在Φ< 5g (x ) 使

得 Γ = f ′(g (x ) ) Φ. 由广义梯度的定义可知, 存在

g (x ) 的 可 微 点 x n 使 得 ¨ g (x n) → Φ, 因 此

¨ (f (g (x n) ) ) = f ′(g (x n) ) ¨ g (x n) → Γ,于是 Γ∈
5(f (g (x ) ) ) ,式 (5) 得证. □

定理1　设x 为问题 (P2) 的解,那么存在标量Κi

≥ 0, i∈ I ,且∑
i∈I

Κi = 1,使得

x - a + (m ax
i∈I

V i (x ) - b)∑
i∈I

Κi¨V i (x ) = 0,

(6a)

Κj (m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) ) = 0, j = 1, 2,⋯,m .

(6b)

　　证明　定义指标集

I (x ) = { j ∈ I ûV j (x ) = m ax
i∈I

V i (x ) }. (7)

由文献[ 4 ],V (x ) 的广义梯度为

5(V (x ) ) = co{¨V i (x ) û i∈ I (x ) } =

{∑
i∈I (x )

Κi¨V i (x ) û∑
i∈I (x )

Κi = 1, Κi ≥ 0, i∈ I (x ) }.

(8)

x 是问题 (P 2) 的最优解, 根据非光滑优化的最优性

条件, 0∈ 5G (x ) [4 ]. 由引理 2和式 (8) 得

5G (x ) =

2 (x - a) + 2 (m ax
i∈I

V i (x ) - b)∑
i∈I (x )

Κi¨V i (x ) ,

其中　　　∑
i∈I (x )

Κi = 1, Κi≥ 0, i∈ I (x ).

于是

2 (x - a) + 2 (m ax
i∈I

V i (x ) - b)∑
i∈I (x )

Κi¨V i (x ) = 0.

(9)

其中: Κi ≥ 0, i ∈ I , ∑
i∈I (x )

Κi = 1. 令 Κi = 0, Π i ∈

I ø I (x ) , 则由式 (9) 可得式 (6) ,定理得证. □

满足式 (6) 的点称为问题 (P2) 的KKT点. 在一

定条件下,式 (6) 也为问题 (P 2) 的充分性条件. 根据

定理 1, 问题 (P 2) 的 KKT 点为下述不等式系统的

解:

(x - a) + (m ax
i∈I

V i (x ) -

　b)∑
i∈I

Κi¨V i (x ) = 0,

Κj (m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) ) = 0,

　　j = 1, 2,⋯,m ,

∑
j∈I

Κj = 1,

　　Κj ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m .

(10)

其中 x 和 Κj 为变量.

3　非光滑方程组的牛顿法
　　本节讨论求解系统 (10) ,为此要将 (10) 转化为

一个非光滑方程组. 非线性互问题 (N CP) 函数定义

为

<(a , b) = a + b - a2 + b2.

其中: a , b∈R , <(a , b) 有性质 <(a , b) = 0Ζ a≥ 0, b

≥ 0, ab = 0[5 ].

定理 2　系统 (10) 与下述非光滑方程组等价:
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(x - a) + (m ax
i∈I

V i (x ) - b)∑
i∈I

Κi¨V i (x ) = 0,

<(m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) , Κj ) = 0, j = 1, 2,⋯,m ,

∑
j∈I

Κj = 1.

(11)

　　证明　显然,m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) ≥ 0, j ∈ I ,

于是,下述两个系统等价:

Κj (m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) ) = 0,

Κj ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m ;

Κj (m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) ) = 0, Κj ≥ 0,

m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) ≥ 0, j = 1, 2,⋯,m .
(12)

根据 <(a , b) 的性质, 不等式 (12) 与等式

<(m ax
i∈I

V i (x ) - V j (x ) , Κj ) = 0,

j = 1, 2,⋯,m

等价. □

式 (11) 是一个非光滑方程组. 近年来, 求解非

光滑方程组的数值方法被广泛研究[6～ 8 ]. 目前主要

有两种牛顿法, 一个是广义牛顿法, 另一个是光滑

化牛顿法. 考虑下述非光滑方程组:

F (z ) = 0, (13)

其中F : R n→R n是局部L ip sch itz的. 求解非光滑方

程组 (13) 的广义牛顿法如下:

z k+ 1 = z k - Φ- 1
k F (z k ) , (14)

其中 Φk 为 F (z ) 在 z k 点广义雅可比中的一个元

素[6～ 8 ]. 当F (z ) 是半光滑的且广义雅可比中的所有

元素在解点处都是非奇异的, 则广义牛顿法具有局

部超线性收敛性质. 显然, 方程 (11) 的函数是局部

L ip sch itz 和半光滑的[6 ] , 广义牛顿法可以用来求解

非光滑方程组 (11). 当 F (z ) 是连续可微时, Φk 即为

通常的雅可比, 此时广义牛顿法即为通常的牛顿

法.

因广义牛顿法只能保证局部收敛性, 所以也可

采用光滑化牛顿法或阻尼牛顿法求解非光滑方程组

(11). 设 F Ε(z ) 是连续可微的且满足 F Ε(z ) →

F (z ) (Ε→ 0) , 给定充分小的参数 Ε≥ 0, 在牛顿法

或阻尼牛顿法中用 F Ε(z ) 代替 F (z ) ,即为光滑化牛

顿法或光滑化阻尼牛顿法. 定义 <和V 的光滑化函

数如下:

<Ε(a , b) = a + b - a2 + b2 + Ε,

V Ε(x ) = Εln (∑
m

i= 1
eV i

(x ) öΕ) ,

其中 Ε> 0. <Ε(a , b) 和V Ε(x ) 是连续可微的且满足

<Ε(a , b) → <(a , b) ,V Ε(x ) →V (x ) , Ε→ 0. 在方程组

(11) 中用 <Ε1 和V Ε2 代替 <和V ,得到

(x - a) + (Ε2 ln (∑
i∈I

eV i
(x ) öΕ2) -

　b)∑
i∈I

Κi¨V i (x ) = 0,

Ε2 ln (∑
m

i= 1
eV i

(x ) öΕ2) - V j (x ) + Κi -

(Ε2 ln (∑
m

i= 1
eV i

(x ) öΕ2) - V j (x ) )
2

+ Κ2
j + Ε1 = 0,

　j = 1,⋯,m .

(15)

方程组 (15)是连续可微的,经典的牛顿法或阻尼牛

顿法可以用来对它求解.

4　结　　语
　　本文研究了L yapunov 函数为非光滑极大值函

数时,稳定化设计中涉及的一类非光滑优化问题. 建

立了该问题的非光滑优化模型,并给出了求解方法.

这样使得此类稳定化设计可以具体实现.

参考文献 (References)

[1 ] Q uincampo ix M , Seube N. Stab ilizat ion of U ncerta in

Contro l System s T h rough P iecew ise Constan t Feedback

[ J ]. J M athem atics A na ly sis and A pp lica tions, 1998,

218 (1) : 2402255.

[2 ] Gao Y, L ygero s J , Q uincampo ix M , et a l.

A pp rox im ate Stab ilisa t ion of U ncerta in H ybrid System s

w ith Contro llab le T ransit ions [A ]. P roc 36th IE E E

Conf on Control and D ecision [C ]. M aui, H aw aii, 2003:

167521680.

[3 ] Gao Y, L ygero s J , Q uincampo ix M , et a l.

A pp rox im ate Contro l of U ncerta in H ybrid System s:

Stab ilisa t ion and Contro lled Invariance [ J ]. In t J of

Con trol, 2004, 77 (16) : 139321407.

[4 ] C larke F H , L eda Yu S, Stern R J , et a l. N onsm ooth

A naly sis and Control T heory [M ]. N ew Yo rk: Sp ringer2

V erlag, 1998.

[5 ] F isher M C. A Special N ew ton2type Op tim ization

M ethod[J ]. Op tim iz a tion , 1992, 24 (2) : 2692284.

[6 ] Q i L , Sun J. A N onsmoo th V ersion of N ew ton’s

M ethod [ J ]. M athem atica l P rog ramm ing , 1993, 58

(2) : 3532367.

[7 ] Q i L , Sun D. Smoo th ing Functions and a Smoo th ing

N ew ton M ethod fo r Comp lem entarity and V aria t ional

Inequality P rob lem s [ J ]. J Op tim iz a tion T heory and

A pp lica tions, 2002, 113 (1) : 1212147.

[8 ] Gao Y. N ew ton M ethods fo r So lving N onsmoo th

Equations via a N ew Subdifferen tia l [J ]. M athem atica l

M ethod s of Op era tions R esearch , 2001, 54 ( 2) : 2392
257.

021 控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷


