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正则化最小二乘分类的A l ignL oo模型选择方法

杨辉华1, 2, 王行愚1, 王　勇1, 3, 高海华1

(1. 华东理工大学 信息科学与工程学院, 上海 200237; 2. 桂林电子工业学院 计算机系,

广西 桂林 541004; 3. 桂林电子工业学院 网络信息中心, 广西 桂林 541004)　　　　

摘　要: 正则化最小二乘分类 (RL SC)是一种基于二次损失函数的正则化网络,其推广能力受模型参数影响,传统的

模型选择方法是耗时的参数网格搜索. 为此,提出一种新颖的A lignL oo 模型选择方法,其关键在于将核参数与超参

数分开优化,即最大化核2目标配准以选择最优核参数,最小化RL SC 的留一法误差的界以选择最优超参数. 该方法

效率高且不需验证样本,并在 IDA 数据集上进行了测试,结果表明方法有效.
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Abstract: R egu larized L east2Squares C lassificat ion (RL SC ) is a k ind of kernel2based square lo ss regu larizat ion

netw o rk, and its generalizat ion perfo rm ance is severely influenced by the sett ing of its kernel and hyper param eters.

A novel app roach nam ed A lignL oo is p resen ted fo r op tim al param eters select ion, and the key of th is app roach lies in

tun ing the kernel param eter and hyper param eter sequen tia lly. F irst, the op tim al kernel param eter is selected by

m axim izing kernel target a lignm ent, and then the op tim al hyper2param eter is determ ined via m in im izing RL SC’s

leave2one2out erro r bound. T he experim ental resu lts on IDA benchm ark datasets demonstra te that the p ropo sed

app roach is superio r to tradit ional grid search m ethod in that it is m uch mo re tim e efficien t and it needs no

independen t validation set.

Key words: Kernel function; R egu larizat ion; L east2squares m ethods; C lassificat ion; M odel select ion; Suppo rt
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1　引　　言
　　R ifk in 和 Poggio 称一种基于二次损失函数的

正则化网络为“正则化最小二乘分类 (RL SC)”[1 ]. 最

近, Poggio 和Sm ale明确指出“经典的二次损失函数

正则化网络在分类中能同样工作得很好[2 ]”,称这一

算法是学习理论的一个关键算法 (KA ) [2 ] ,并将它建

立在“学习的数学基础[3 ]”理论之上. KA 用二次损

失函数处理回归和分类,为区别起见,本文称KA 用

于分类时为RL SC. KA 与支持向量机 (SVM )有密

切联系,特别是KA 与L S2SVM [4 ]和PSVM [5 ]都利用

二次损失函数,故不需解二次规划,只需求解线性方

程组. 尽管源于不同的思想, KA 与核岭回归和高斯



过程有相同的求解公式.

RL SC 的推广能力与其核参数和超参数的选择

有关. 传统的模型选择方法是利用交叉验证技术作

参数网格搜索,特别耗时,并需要单独的验证集. 因

此,探讨高效的、不需要验证集的模型选择方法十分

必要.

本文的核心思想是如果能将核参数与超参数分

开、依次优化,则可为RL SC 提供一种简单高效的模

型选择方法. 为此,需要有两个独立判据. 一方面,若

能建立起目标 (样本的类别标号)与核函数之间匹配

程度的一种度量,则可为确定最优核参数提供依据.

C rist ian in i等[6 ]提出的“核2目标配准”正是这样的一
种度量. 由于核2目标配准是关于核的Gram 矩阵的

函数,从而是关于核参数的函数,并且这一度量与超

参数无关. 因此, 最大化“核2目标配准”可为RL SC

选择最优核参数. 另一方面,由于RL SC 与 SVM 存

在密切联系,故可借鉴最近提出的SVM 模型选择方

法. 基于最小化可导的 SVM 的RM 界或 Span 界,

Chapelle等[7 ]提出了一种基于梯度下降的SVM 参

数选择方法, 它可同时优化多个模型参数. 受此启

发,本文利用RL SC 推广能力的某种界来选择参数.

R ifk in [1 ]给出了RL SC 的一个留一法误差的界 ( loo

界) ,而这一界是关于超参数的函数. 由于最小的 loo

界对应最小的期望预测误差,因此通过最小化这一

loo 界可以确定最优超参数.

2　正则化最小二乘分类
　　给定训练数据集 S = (x i, y i)m

i= 1,其中 x i∈X ,

y i∈Y , X 是R n的闭子集, Y < R ,文献[ 2 ]描述的学

习理论的一个关键算法 (KA ) 是采用如下的步骤建

立预测模型 f : X → Y.

1) 选择一个正定对称核 K x (x′) = K (x , x′) ,

如 Gau ssian 核

K (x , x′) = exp (- ‖x - x′‖2ö(2Ρ2) ).

　　2) 预测模型 f : X → Y 为

f (x ) = ∑
m

i= 1
ciK x (x i) , (1)

式中 c = (c1,⋯, cm ) T ,且

(m ΧI + K ) c = y. (2)

其中: I 是一单位矩阵, K 是一m ×m 正定矩阵,其

元素 K ij = K (x i, x j ) , y 是向量 (y 1,⋯, y m ) T ,超参数

Χ是一正实数.

KA 的推导是基于最小化正则化风险泛函

m in
f ∈H K

R reg (f ) =
1

m∑
m

i= 1

(y i - f (x i) ) 2 + Χ‖f ‖2
K.

(3)

其中‖f ‖K 是正定核 K 诱导的再生核希尔伯特空

间H K 中函数 f 的范数.

在分类情况下 (也即RL SC) ,取 y i∈ {1, - 1},

并对式 (1) 取符号函数从而得到分类决策函数. KA

及RL SC 的详细理论及推导见文献[ 1～ 3 ].

3　核 2目标配准及核参数选择
　　基于核的学习算法将数据嵌入在核的Gram 矩

阵中. 如果能建立起目标与核函数之间匹配程度的

一种度量, 则可为确定最优核参数提供依据.

C rist ian in i等[6 ] 提出的“核 2目标配准”正是这样的
一种度量.

定义 1 (配准)　两个核 k 1 和 k 2 的配准定义为

A (k 1, k 2) =
〈k 1, k 2〉P

〈k 1, k 1〉P〈k 2, k 2〉P
, (4)

其中 P 是产生数据的分布函数.

尽管现实问题的配准无法准确计算, 但可通过

它的样本S = (x i, y i) m
i= 1作经验估计. 首先定义两个

Gram 矩阵的内积为其 F roben iu s内积,即

〈K 1, K 2〉F = ∑
m

i, j = 1
K 1 (x i, x j ) K 2 (x i, x j ). (5)

　　定义 2 (经验配准)　两个核的经验配准定义为

　　　A
δ(k 1, k 2) =

〈K 1, K 2〉F

〈K 1, K 1〉F〈K 2, K 2〉F
. (6)

　　核 2目标配准是经验配准的一个特例,取K 2 =

y y T , y 是样本的标号列向量,于是

A
δ(K , y y T ) =

〈K , y y T〉

〈K , K〉〈y y T , y y T
　〉

. (7)

　　配准的一个关键特性是它的实际值可以通过

经验值有效估计, 相关定理见文献 [ 6 ]. 配准已被应

用于基于转导的半监督学习、直接构建 Gram 矩阵

及核函数的组合与选择[6 ].

借鉴配准的思想, 由式 (7) 可见核 2目标配准
(此处及以后皆指其经验值) 是关于核的Gram 矩阵

K 的函数,从而是关于核参数的隐函数,故可通过最

大化核 2目标配准来为RL SC 选择最优的核参数.

4　RL SC留一法误差的界及超参数选择
　　学习算法的 loo 界使我们能有效地估计算法的

推广能力, 特别是在没有独立的验证集或样本数很

少的情况下. Jaakko la 和H au ssler [8 ] 提出了基于核

的分类器的一种简单的 loo 界. R ifk in [1 ]证明了这一

界对RL SC 也成立,其 loo 界为 (ûx i: cû 表示满足条
件 c的样本点 x i的个数)

ûx i: y i ∑
m

j = 1, j≠i

cjK ij ≤ 0û. (8)

这一界在给定 ci后可直接计算. 然而,一个简单的几

何条件使得 RL SC 能具有更好的界. 以式 (8) 为基
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础,给出一种较文献[ 1 ] 更为简洁的 loo 界的推导:

结合式 (1) 和 (2) ,可得 ci = (y i - f (x i) ) öm Χ.
又由式 (1) 有

f (x i) = ∑
m

j= 1
cjK ij ,

可得　　　∑
m

j= 1, j≠i

cj K ij = f (x i) - ciK ii.

　　现将 ci从式 (8) 中消去,并考虑到 y iy i = 1,m Χ
> 0,于是RL SC 的 loo 误差以下式为界:

L = ûx i: y i (f (x i) - (y i - f (x i)
m Χ ) K ii) ≤ 0û =

ûx i: y i ( (1 +
K ii

m Χ) f (x i) -
y i

m ΧK ii) ≤ 0û =

ûx i: y i ( (m Χ+ K ii) f (x i) - y iK ii) ≤ 0û =

ûx i: y i (m Χ+ K ii) f (x i) - K ii≤ 0û =

ûx i: y if (x i) ≤ K iiö(m Χ+ K ii) û. (9)

　　式 (9) 是关于超参数的函数,而最小的 loo界对

应模型最强的推广能力, 因此只要通过第 3 部分的

方法获得了最优核参数, 即可通过最小化 (9) 求最

优超参数 Χ.

5　A l ignL oo模型选择方法
　　将核 2目标配准的基本思想与RL SC 的 loo 界

相结合,本文提出如下的A lignL oo 模型选择方法.

5. 1　A lignL oo模型选择方法

1) 预处理输入数据 S = {x i, y i}m
i= 1, 使 y i ∈

{- 1, 1}, X = {x i}均值为零,标准差为 1.

2) 最大化核 2目标配准从而选择最优核参数.

以 Gau ssian 核为例, 它有唯一核参数 Ρ2. 首先为每

一个Ρ2计算Gram 矩阵K ,然后根据式 (7) 计算配准

A (K , y y T ) ,使配准A 最大的 Ρ2 即为最优核参数.

3) 最小化 loo界从而选择最优超参数Χ. 首先根
据步骤 2) 所得的最优核参数求出 Gram 矩阵 K ,然

后对每一个Χ,根据式 (2) 训练RL SC得到 c,再根据

式 (1) 得到 f (x ) ,从而可根据式 (9) 得这一Χ对应的
loo 界. 最优的 Χ值最小化 loo 界.

4) 利用步骤 2) 和步骤 3) 所得最优Ρ2和Χ再次
训练模型,得到 c.

5) 利用 f (x ) = sign (∑
m

i= 1

ciK (x , x i) ) 测试新的
经预处理的数据 x.

5. 2　计算技巧

首先,由于K 是对称阵, y i∈{- 1, 1},核2目标
配准可根据下式高效计算:

〈K , y y T〉= trace (K T y y T ) =

trace ( (K y ) y T ) =〈y , K y〉= y T K y =

∑
m

i, j= 1
y iy jK ij = ∑

y i= y j

K ij - ∑
y i≠y j

K ij , (10)

〈K , K〉= trace (K K ) =

〈vecK , vecK〉= ∑
m

i, j= 1

K 2
ij , (11)

〈y y T , y y T〉= trace ( (y y T ) T y y T ) =

trace (y (y Ty ) y T ) = m õ t race (y y T ) = m 2. (12)

　　式 (10) 和 (11) 可根据不同的软件环境,相应地

选择矩阵或是下标循环的计算方式. 式 (11) 中 vec

表示矩阵按列拉直. 式 (10) 中最后一个等号的前一

项为同类元素和, 后一项为异类元素和, 这揭示了

A lign 判据与 F isher判据相关.

　　 其次,由于 Gau ssian 核 K ii 总为 1,此时RL SC

的 loo 界简化为

L = ûx i: (1 + m Χ) y if (x i) - 1≤ 0û =

∑
m

i= 1

Ω(1 - y if (x i) (1 + m Χ) ) , (13)

其中 Ω(x ) 是一阶跃函数.

5. 3　核 - 目标配准A 与 loo界L 的导数及其优化

A lignL oo 方法的第 2) 和第 3) 步,均涉及单参

数优化问题. 如果A 与L 可导且存在极值点,则可通

过令5A
5Ρ2 = 0及5L

5Χ= 0,从而求得最优参数. 下面仍以

Gau ssian 核为例,对有关问题分析如下:

设

K ij = exp -
‖x i - x j‖2

2Ρ2 = exp -
d 2

ij

2Ρ2 ,

则有　　　5K ij ö5Ρ2 = d 2
ij K ij ö2Ρ4,

A 对 Ρ2 求偏导,可得

5A
5Ρ2 =

1

2m Ρ4B B
∑

m

i, j= 1
K 2

ij ∑
m

i, j= 1
y iy j K ij d

2
ij -

∑
m

i, j = 1
K 2

ijd
2
ij ∑

m

i, j= 1
y iy j K ij , (14)

其中B =〈K , K〉= ∑
m

i, j = 1
K 2

ij. 由于K ij 是关于 Ρ2的隐

函数,故令 5A ö5Ρ2 = 0的极值点 Ρ2只能通过数值方

法求解, 并且这一极值点完全由核函数及数据 (d 2
ij ,

y i) 的分布确定.

由式 (13) 可知,因L 不连续,故不能直接对L 求

导.

综合上述分析,不能利用A 和L 的导数进行优

化,故对Ρ2和Χ分别使用一维线搜索. 这种简单方法

能有效处理目标函数存在多个局部极值的情况, 实

际应用表明该方法快速、有效.

6　实验测试
　　本文提出的方法在 IDA 标准数据集[9 ]上进行了

测试. IDA 数据集包括 13 个两类分类问题,并且为

每一分类问题划分好100或20个训练与测试样本子

集,其目的是消除数据划分的不一致,从而使该数据
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集能更好地为评估各种算法的性能服务.

对于RL SC 算法,本文将A lignL oo 模型选择方

法与传统的参数网格搜索模型选择方法进行比较.

对于参数网格搜索模型选择方法 (简记为Grid) ,使

用参数范围 lnΡ2= {- 10∶1∶10}及 lnΧ= {- 15∶1

∶5},因此共有21×21个参数组合. 对每一数据集,

本文采用与文献 [ 9 ]相同的方法, 即对参数网格搜

索,使用最前面的5个训练ö测试数据划分进行训练
与测试,取 5 个测试错误率的平均值最小的参数格

点为最优参数对. 因此,为完成最优参数选择, Grid

需要进行 21×21×5= 2205 次训练与测试运算. 在

得到最优参数后,对该数据集所有的 100或 20个数

据划分进行测试,并对测试误差率求平均从而得到

该算法在该数据集上的性能估计.

对于A lignL oo 模型选择方法, 为便于比较, 本

文使用相同的参数网格,对应着21+ 21= 42次搜索

运算,但前 21次运算只需要计算核2目标配准,只有

后 21 次搜索才需要进行RL SC 训练与测试. 同时,

考虑到A lignL oo 模型选择方法可以为每一训练数

据子集 (划分)作最优参数估计,不需要进行交叉验

证,因此对每一个训练ö测试数据划分均作最优参数
选择.

Grid 和A lignL oo 两种模型选择方法的性能分

析见表1和表2. 表1显示两种不同方法的时间消耗.

其中: Grid 的时间对应着在前 5 个划分上进行网格

搜索,而A lignL oo 的时间对应着在一个数据划分上

得到最优参数. 可见A lignL oo 的时间代价远远小于

Grid.

表2显示的是两种不同方法在 IDA 数据集上的

测试误差率及其标准差,表中的粗体表示对应该算

法在该数据集上具有最优性能. 前 5 种方法的结果

来自文献[ 9 ],第6列的结果来自基于BFGS优化的

SVM 算法 (Gau ssian 核) [10 ]. 可见, RL SC 具有较好

的性能, A lignL oo 的性能略低于Grid. 性能略低的

原因一方面在于Grid 利用了多个数据划分作交叉

验证,而A lignL oo 为每个划分求最优参数; 另一方

面, 它们的工作原理不同, Grid 直接利用真实数据

验证,而A lignL oo 利用核2目标配准和 loo 界两种判

据. 进一步的研究显示,通过在A lignL oo 第一轮参

数搜索所得最优参数附近进行细化搜索,A lignL oo

一般能够提高性能, 但个别情况导致性能下降. 例

如,对T itan ic数据集,本文用此方法得到100个划分

的平均测试错误率为22. 38±1. 00,这是所有结果中

最好的. 当然,这一方法对Grid 也有效,但其计算代

价巨大而难以承受.

图1显示了Banana 数据集上Gau ssian 核的核2
目标配准随核参数变化的情况. 图 2 显示了Banana

数据集上RL SC 的 loo 界随超参数变化的情况. 本文

发现RL SC 的 loo 界是紧的. 如图 2所示,第一个数

据划分的 loo 界为37,由100个划分得到的 loo 界的

均值为42. 57,对应 loo 误差率的均值10. 64% ,而在

100个测试划分上, Banana 数据集的真正平均测试

错误率为11. 01%.

本文利用A lignL oo 为每一数据集的各个划分

选择最优参数,那么这些最优参数是否稳定,与Grid

所得的最优参数关系怎样就成为本文关心的问题.

本文发现A lignL oo 方法得到的最优核参数与最优

超参数均相当稳定. 以数据集T hyro id为例 , 如图

表 1　IDA 数据集的简要描述及RL SC-Gr id和RL SC-A l ignL oo算法的时间代价

N o. 数据集 样本维数 训练集 测试集 划分数
RL SC2Grid

öm in
RL SC2A lignL oo

ös

1 Banana 2 400 4 900 100 79. 6 1. 88

2 B reast Cancer 9 200 77 100 8. 7 0. 24

3 D iabetes 8 468 300 100 81. 6 2. 55

4 F lare Sonar 9 666 400 100 149. 8 6. 68

5 Germ an 20 700 300 100 258. 6 7. 19

6 H eart 13 170 100 100 6. 4 0. 14

7 Im age 18 1 300 1 010 20 1 410. 2 40. 30

8 R ingno rm 20 400 7 000 100 162. 8 1. 57

9 Sp lice 60 1 000 2 175 20 1 009. 7 20. 21

10 T hyro id 5 140 75 100 3. 2 0. 11

11 T itan ic 3 150 2 051 100 10. 7 0. 19

12 Twono rm 20 400 7 000 100 179. 1 1. 69

13 W avefo rm 21 400 4 600 100 147. 3 1. 75
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表 2　RL SC-Gr id和RL SC-A l ignL oo模型选择算法的平均测试错误率及标准差

N o.
RBF2

N etwo rk

A daBoo st

RBF

L P - Reg2

A daBoo st

A daBoo st

- Reg
SVM RBF

SVM

BFGS
RL SC2Grid

RL SC

2A lignL oo

1 10. 76±0. 42 12. 26±0. 67 10. 73±0. 43 10. 85±0. 42 11. 53±0. 66 11. 45 10. 41±0. 44 11. 01±0. 62

2 27. 64±4. 71 30. 36±4. 73 26. 79±6. 08 26. 51±4. 47 26. 04±4. 74 28. 57 25. 43±4. 03 25. 60±4. 26

3 24. 29±1. 88 26. 47±2. 29 24. 11±1. 90 23. 79±1. 80 23. 53±1. 73 24. 33 22. 99±1. 69 23. 70±1. 93

4 34. 37±1. 95 35. 70±1. 79 34. 74±2. 00 34. 20±2. 18 32. 43±1. 82 35. 00 33. 48±1. 79 35. 86±1. 82

5 24. 71±2. 38 27. 45±2. 50 24. 79±2. 22 24. 34±2. 08 23. 61±2. 07 19. 67 24. 61±2. 29 26. 81±2. 91

6 17. 55±3. 25 20. 29±3. 44 17. 49±3. 53 16. 47±3. 51 15. 95±3. 26 19. 00 16. 61±3. 95 17. 03±3. 45

7 3. 32±0. 65 2. 73±0. 66 2. 76±0. 61 2. 67±0. 61 2. 96±0. 60 2. 97 2. 84±0. 53 3. 15±0. 95

8 1. 70±0. 21 1. 93±0. 24 2. 24±0. 46 1. 58±0. 12 1. 66±0. 12 — 2. 44±0. 16 2. 58±0. 24

9 9. 95±0. 78 10. 14±0. 51 10. 22±1. 59 9. 50±0. 65 10. 88±0. 66 10. 16 10. 91±0. 81 12. 95±0. 90

10 4. 52±2. 12 4. 40±2. 18 4. 59±2. 22 4. 55±2. 19 4. 80±2. 19 2. 67 4. 21±2. 12 5. 24±2. 48

11 23. 26±1. 34 22. 58±1. 18 23. 98±4. 38 22. 64±1. 20 22. 42±1. 02 22. 91 22. 55±1. 13 23. 12±1. 46

12 2. 85±0. 28 3. 03±0. 28 3. 17±0. 43 2. 70±0. 24 2. 96±0. 23 — 2. 39±0. 12 2. 47±0. 20

13 10. 66±1. 08 10. 84±0. 58 10. 53±1. 02 9. 79±0. 81 9. 88±0. 43 — 9. 54±0. 46 10. 43±0. 92

3 (a) 所示, A lignL oo 得到的 100 个最优参数对 (Ρ2,

Χ)在图上用星号表示,很明显,它们重叠为 3 个点,

并且位于Grid 所得的最优参数点 (用菱形点表示)

附近. 图3 (b)为Grid 方法在T hyro id 数据集上参数

网格的测试精度的m esh 可视化表示,其中单独标出

的点对应Grid 所得最优参数. A lignL oo 算法所得最

优核参数的稳定性说明了经验配准是真实配准的一

个良好逼近. 值得指出的是, A lignL oo 所得最优参

数与网格搜索所得最优参数并不一致,类似现象在

图 1　Banana 数据集Gaussian 核的核-目标配准

图 2　Banana 数据集上RL SC的 loo界

(a)　con tour 图

(b)　m esh 图

图 3　Thyro id数据集上参数网格的测试精度

基于梯度的SVM 最优参数搜索中也同样存在[11 ].

7　结　　语
　　为确定RL SC 的最优模型参数,本文提出了一

种A lignL oo 算法,它首先最大化核2目标配准以选
择最优核参数,再最小化 loo 界以选择最优超参数.

由于将核参数和超参数分开优化,故计算量大大低

于传统的网格搜索,且不需要单独的验证集. 对于基

于核的其他分类器,若知道某种推广能力的界,则本

文提出的模型选择方法也可适用.
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