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摘　要: 提出了一种新的切换系统即广义切换系统. 应用共同L yapunov函数方法研究切换线性广义系统的稳定性,

给出了切换广义系统在任意切换律下都稳定的充分条件,以及构造一类共同L yapunov函数的方法. 最后的数值例子

说明了方法的可行性.
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Abstract: A new class of sw itched system s, called sw itched singu lar system s, is in troduced. Stab ility of sw itched

linear singu lar system s under arb itrary sw itch ing signals is invest igated. A sufficien t condit ion fo r the ex istence of a

common L yapunov Function is given and a m ethod to construct such a common L yapunov Function is also p resen ted.

A num erical examp le is given to illustra te the resu lt.
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1　引　　言
　　广义系统是一类更一般化、有着广泛应用背景

的动力系统,它大量出现在许多实际的系统模型中.

例如: 电力系统、能源系统、航天工程、化学过程、经

济系统、社会系统和生物系统等[1 ]. 广义系统的研究

始于20世纪70年代,进入80年代以来,广义系统的

研究进入一个蓬勃发展阶段,特别是关于广义系统

稳定性的研究,取得了许多重要成果[2～ 6 ].

与广义系统的蓬勃发展情况相类似的是切换系

统的研究. 切换系统是混杂系统的一种重要类型,它

由一组子系统和一个控制切换规则构成,通过在子

系统之间的切换来实现控制目的. 利用切换技术可

以获得较好的系统性能. 例如,当单一的反馈控制无

法使系统渐近稳定时,可通过切换技术使系统渐近

稳定[7 ]. 由于切换系统在改善系统性能方面的作用

以及它满足了智能控制飞速发展的需要,切换系统

的研究取得了长足的进展, 也取得了一系列的成

果[8～ 12 ].

目前研究的切换系统,其子系统都是正常的线

性或非线性系统,而关于切换广义系统的研究却不

多见. 文献[ 5 ]给出了一类切换线性广义系统容许的

控制器的设计方法;文献[ 6 ]研究了切换线性广义系

统的能达性问题,并得到了切换线性广义系统能达

的必要条件. 本文主要研究一类切换线性广义系统

在任意切换律下的稳定性. 首先给出切换广义系统

的概念,应用共同L yapunov 函数方法,针对一类切
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换线性广义系统,给出其在任意切换信号下均稳定

的充分条件,并且给出了一类共同L yapunov函数的

构造方法.

2　预备知识
2. 1　广义系统

考虑如下线性广义系统:

E xα( t) = A x ( t) + B u ( t). (1)

其中: x ( t) ∈R n , u ( t) ∈R p 分别为状态变量和控制

输入变量; E ,A ∈ R n×n 为定常矩阵; B 为具有适当

维数的定常矩阵.

一般地, rankE = r < n ,为确保系统 (1) 存在唯

一解,恒假定系统 (1) 是正则的,即 det (sE - A ) ¢
0.

引理 1[4 ]　线性广义系统

E xα= A x ( t) (2)

正则、稳定、无脉冲的充要条件是: 对任意给定的对

称正定矩阵W , 都存在矩阵V 满足广义L yapunov

方程

A TV + V TA = - W , (3)

E TV = V TE ≥ 0. (4)

2. 2　切换线性广义系统

将子系统均为广义系统的切换系统称为切换广

义系统.

定义 1　切换线性广义系统可表示为

E Ρ( t) xα( t) = A Ρ( t) x ( t) + B Ρ( t) uΡ( t) ( t) ,

x ( t0) = x 0. (5)

其中: x ( t) ∈R n为状态变量;切换律Ρ( t) : R + →2 =

{1, 2,⋯, n} 为分段常值函数; u i ∈ R m i 为控制输入

变量; E i,A i∈R n×n为定常矩阵,B i为具有适当维数

的定常矩阵, E i为奇异阵, x 0∈D < R n 为一致初始

状态.

当 E i 非奇异时,系统 (5) 退化为一般意义下的

线性切换系统.

定义 2　切换序列是一个有限或无限的二元组

的集合,即

Π= { ( t0, i0) ,⋯, ( tM , iM ) }. (6)

其中:正整数M ≤∞表示切换序列的长度,当M <

∞时称切换序列Π是有穷的;否则称为无穷的. 对于

任意给定的 k ∈ {1, 2,⋯}, ik ∈ {1, 2,⋯, n}为激活

子系统的指标.

定义 3　若对任意的 i∈ {1, 2,⋯, n}, (E i,A i)

均正则、无脉冲,则称系统 (5) 是正则的且无脉冲.

定义 4　对某一切换序列Π= { ( t0, i0) ,⋯, ( tM ,

iM ) }和一致初始状态 x 0, 若系统 (5) 存在唯一的状

态响应 x ( t) ,且当 t∈ [ t j , t j+ 1) 时, x ( t) 满足E ij x
α( t)

= A ij
x ( t) + B ij u ij

( t) , i j = Ρ( tj ) ; 在切换时刻满足

x ( tj ) = H j x ( t-
j ) ,则称 x ( t) 是系统 (5) 在切换律 Π

下的解,记为x Π( t; x 0, t0). 其中H j∈R n×n定常矩阵,

j ∈ {1, 2,⋯}.

注 1　对于广义系统而言, 不是任何的初始状

态都是允许的,即使系统无脉冲,也可能由于非一致

初始状态而产生脉冲解. 为了避免上述情况发生,本

文假定当每个子系统正则且无脉冲时, H j 能够确保

系统 (5) 不产生脉冲解,即 x ( tj ) = H jx ( t-
j ) 是第 ij

个子系统的一致初始状态. 实际上,一般的切换系统

也存在解不连续 (状态跳跃) 的情形. 广义系统的解

不仅要满足微分方程,同时要满足代数约束. 一般情

况下,不同的广义系统其代数约束往往是不同的. 因

此,切换的广义系统在切换时刻很可能产生状态跳

跃.

定义 5　若 u i ( t) ≡ 0,当 t→∞时,有 x Π( t; x 0,

t0) → 0,则称系统 (5) 在切换律 Π下渐近稳定.

3　主要结果
　　考虑如下的切换线性广义系统:

E xα( t) = A Ρ( t) x ( t) ,

x ( t0) = x 0. (7)

其中: x ( t) ∈R n为状态变量;切换律Ρ( t) : R + →2 为
分段常值函数; E ,A i∈R n×n为定常矩阵, rankE = r

< n; x 0 ∈D < R n 为一致初始状态.

由 rankE = r可知,存在非奇异矩阵M ,N 使

M EN =
I r 0

0 0
. (8)

　　设

M A iN =
A i11 A i12

A i21 A i22

,

i∈ 2 , N - 1x =
x 1

x 2

. (9)

于是,系统正则、无脉冲等价于矩阵A i22 非奇异.

定理 1　若系统 (7) 正则、无脉冲, x 0 为一致初

始状态,且在切换点 tj 处,系统的状态满足

x Π( tj; x 0, t0) =

N
I r 0

- A - 1
k22A k21 0

N - 1x Π( t-
j ; x 0, t0) ,

k = Ρ( tj ) ,

则对于切换律 Π, 系统 (7) 存在唯一且分段连续的

解,其中N 满足式 (8).

证明　由 rankE = r知,存在非奇异矩阵M ,N

使式 (8) 和 (9) 成立,此时系统 (7) 受限等价于

xα1 ( t) = (A i11 - A i12A
- 1
i22A i21) x 1 ( t) , (10)

x 2 ( t) = - A - 1
i22A i21x 1 ( t). (11)
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　　为方便,记Aϖi11 = A i11 - A i12A
- 1
i22A i21. 当 t∈ [ t0,

t1) 时,有

x Π( t; x 0, t0) = N [x T
1 ( t)　x T

2 ( t) ]T ,

x 1 ( t) = eAϖ i011 (t- t0) x 1 ( t0) ,

x 2 ( t) = - A - 1
i022A i021x 1 ( t).

当 t = t1 时,有

x Π( t1; x 0, t0) =

N
I r 0

- A - 1
i122A i121 0

N - 1x Π( t-
1 ; x 0, t0) =

N
x 1 ( t-

1 )

- A - 1
i122A i121x 1 ( t-

1 )
.

　　由 x 1 ( t) 的唯一性可知,当 t1≤ t < t2时,系统

的解唯一且连续,以此类推,系统 (7) 关于任意切换

律 Π都存在唯一且分段连续的解.

定理 2　假设系统 (7) 正则、无脉冲,在切换点

tj 系统的状态满足

x Π( tj; x 0, t0) =

N
I r 0

- A - 1
k22A k21 0

N - 1x Π( t-
j ; x 0, t0) ,

式中 k = Ρ( tj ) , 那么系统 (7) 在任意切换律下都稳

定的充分条件是: 存在矩阵 V , 对任意的 i ∈ 2 ,

L yapunov不等式成立.

A T
i V + V TA i < 0, i∈ 2 , (12)

E TV = V T E ≥ 0. (13)

　　证明　由 E TV = V TE ≥ 0及式 (8) ,不难证得

M - TV N 具有如下形式:

M - TV N =
V 1 0

V 2 V 3

.

其中: V 1 ∈R r×r,V 1 > 0.

由定理的条件可知, 对任意的 i ∈ 2 ,A T
i V +

V TA i < 0都成立,即

A T
i11 A T

i21

A T
i12 A T

i22

V 1 0

V 2 V 3

+

V T
1 V T

2

V T
3

A i11 A i12

A i21 A i22

< 0.

上式分别左乘 S ,右乘 S T ,得

(A i11 - A i12A
- 1
i22A i21) T V 1 +

V 1 (A i11 - A i12A
- 1
i22A i21) < 0. (14)

其中

S =
I - A T

i21A
- T
i22

0 I
.

　　 显然由式 (14) 及共同L yapunov 函数方法可

知,在任意切换律下lim
t→∞

x 1 ( t) = 0. 容易证得当 t→

∞时, x Π( t; x 0, t0) → 0. 由Π的任意性,得系统 (7) 在

任意切换律下都是稳定的.

注 2　切换系统的解 x ( t) = [x T
1　x T

2 ]T分段连

续, x 1 ( t) 在 R r 空间连续, x 2 ( t) 在 R n- r 空间分段连

续. 当系统存在共同的分解时, x Π( t; x 0, t0) 是连续

的,此时可根据慢子系统的共同L yapunov函数构造

切换系统的共同L yapunov函数,从而将正常切换系

统的共同L yapunov函数方法推广到切换广义系统.

定理 3　若切换线性广义系统 (7) 正则,存在非

奇异矩阵 P 和Q 使得

[P EQ　PA iQ ] = [diag ( I 1　0) , d iag (A i1　I 2) ]

(15)

成立. 且对矩阵 A i1, 存在对称正定矩阵 V 1 满足

L yapunov不等式

A T
i1V 1 + V 1A i1 < 0, i = 1, 2,⋯, n. (16)

则切换线性广义系统 (7) 在任意切换律下都是稳定

的,且存在共同L yapunov函数

v (E x ) = (E x ) TV x ,

其中V = P T

V 1 0

0 -
1
2

I 2

Q - 1.

证明　系统 (7) 正则且存在非奇异矩阵P 和Q

使式 (15) 和 (16) 成立, 显然每个子系统都正则、稳

定无脉冲. 于是,对任意的 i∈ 2 ,有

A T
i V + V TA i =

Q - T
A T

i1 0

0 I 2

V 1 0

0 -
1
2

I 2

+

V 1 0

0 -
1
2

I 2

A i1 0

0 I 2

Q - 1 =

Q - T
A T

i1V 1 + V 1A i1 0

0 - I 2

Q - 1 < 0,

及

E TV = V T E = Q - T
V 1 0

0 0
Q - 1 ≥ 0.

　　 由定理 2可知, 系统 (7) 在任意切换律下都是

稳定的. 且存在共同的L yapunov函数.

注 3　在定理 3的条件下, 系统存在唯一且连

续的解, 该定理的证明过程给出了构造切换广义系

统的共同L yapunov函数的方法.

4　数值例子
　　下面通过一个数值例子说明构造切换广义系

统共同L yapunov函数的方法.

考虑如下的切换广义系统:

E xα( t) = A ix ( t) , i = 1, 2. (17)

其中
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E =

- 6 - 6 - 1 3

23 - 5 5 6

30 - 18 7 15

8 - 8 2 6

,

A 1 =

20. 5 3. 5 4. 5 6

- 33 5 - 7 - 9

- 33. 5 13. 5 - 9. 5 - 12

- 3 15 - 1 - 15

,

A 2 =

- 5 8 - 1 0

- 49 21 - 11 - 21

- 101 48 - 25 - 42

- 34 28 - 8 - 27

.

系统 (17) 受限等价于

xα1 = A i
11x 1, i = 1, 2,

x 2 = 0. (18)

其中

Q - 1x = [x T
1　x T

2 ]T ,

A 1
11 =

- 1 0. 5

0 - 2
, A 2

11 =
- 3 - 1

0 - 1
,

P - 1 =

1 - 2 1 - 3

2 3 0 1

5 2 - 3 - 1

2 0 0 3

,

Q - 1 =

4 - 4 1 3

5 1 1 0

2 1 1 0

0 2 0 - 3

.

经计算可求得对称正定矩阵V 1 =
1 0

0 2
时, 满足

(A i
11) TV 1 + V 1A

i
11 < 0, i = 1, 2.

由定理 3得

V =

- 0. 371 6 - 0. 915 5 - 0. 125 0 0. 364 9

2. 945 9 0. 148 6 0. 500 0 0. 162 2

0. 209 5 - 0. 138 5 0. 125 0 0. 121 6

- 1. 283 8 - 1. 344 6 - 0. 250 0 0. 851 4

.

容易验证

A T
i V + V TA i < 0, i = 1, 2,

E TV = V T E ≥ 0.

5　结　　论
　　本文针对一类切换线性广义系统,研究其在任

意切换信号下的稳定性. 应用共同L yapunov函数方

法,得到了系统在任意切换律下都稳定的充分条件,

并将正常系统的共同L yapunov 函数方法推广到切

换广义系统. 如果切换系统在切换时刻产生状态跳

跃 (即具有脉冲作用) ,这样的切换系统便具有更一

般意义,也更具有研究价值,对此问题将另文研究.

而对于一般切换广义系统 (E i 不同)的稳定性分析,

由于必须同时考虑系统的正则性、脉冲特性、一致初

始状态和稳定性等问题,使得问题的研究具有一定

难度,有关这类问题尚须进一步研究.
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